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Abstract. We give an abstract definition of affine hovels which generalizes the definition 
of affine buildings (eventually non simplicial) given by Jacques Tits and includes the 
hovels built by Stephane Gaussent and the author for some Kac-Moody groups over 
ultrametric fields. We prove that, in such an affine hovel X, there exist retractions with 
center a sector germ and that we can add at the infinity ofXa pair of twin buildings 
or two microafEne buildings. For some affine hovels X, we prove that the residue at a 
point of X has a natural structure of pair of twin buildings and that there exists on I a 
preorder which induces on each apartment the preorder associated to the Tits cone. 

Resume. On donne une definition abstraite de masure affine qui generalise celle 
d'immeuble affine (eventuellement non simplicial) donnee par Jacques Tits et qui inclut 
les masures (hovels) construits par Stephane Gaussent et Vauteur pour certains groupes 
de Kac-Moody sur des corps ultrametriques. On montre que, dans une telle masure 
affine, il existe des retractions de centre un germe de quartier et qu'a l'infini on peut 
construire une paire d'immeubles jumeles et deux immeubles microafEnes. Pour certaines 
masures afEnes X, on montre que le residu en chaque point del a une structure naturelle 
de paire d'immeubles jumeles et qu'il existe sur X un preordre qui induit sur chaque 
appartement le preordre associe au cone de Tits. 

Introduction. 



Si G est un groupe de Kac-Moody deploye sur un corps ultrametrique, Stephane 
Gaussent et Fauteur ont introduit un espace X sur lequel le groupe G(K) agit [Gaussent- 
Rousseau-08] ; il y a en fait (pour l'instant ?) des conditions techniques restrictives sur G 
et K, voir § 6 ci-dessous. La construction est calquee, d'aussi pres que possible, sur celle 
des immeubles de Bruhat-Tits pour les groupes reductifs sur les corps locaux [Bruhat- 
Tits-72]. Cette generalisation au cas Kac-Moody pose un certain nombre de problemes 
techniques et revele une difficulte majeure : cet espace X est reunion d'appartements, 
mais l'axiome fondamental des systemes d'appartements n'est pas verifie : il peut exister 
deux points de X qui ne sont pas dans un meme appartement. A cause de cette mauvaise 
propriete, X s'est vu attribuer le nom de masure (hovel) . 
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Par ailleurs Jacques Tits a donne dans [Tits-86] une definition abstraite des 
immeubles affines (eventuellement non discrets) sans supposer cet axiome fondamental 
des systemes d'appartements (ce qui est par contre le cas de la definition de l'auteur 
dans [Rousseau-08] ) . L'un de ses axiomes essentiels est l'existence d'un appartement 
contenant n'importe quelle paire de germes de quartier. Comme cette propriete et 
d'autres analogues sont verifiees par les masures de [Gaussent- Rousseau-08] , il est 
naturel d'envisager la generalisation de la definition de Tits aux masures affines [I.e. ; 
remark 4.6]. 

On va done, dans cet article, essayer de generaliser l'essentiel des resultats de [Tits- 
86] dans un cadre incluant les masures deja construites. On introduit done une definition 
abstraite de masure affine en imposant comme axiomes un certain nombre de proprietes 
de ces masures concretes, choisies comme de bonnes generalisations des axiomes de 
[Tits-86] cf. 2.5. 

On introduit d'abord au § 1 l'appartement affine temoin A de la masure affine. On 
part, essentiellement, de la representation geometrique classique d'un groupe de Coxeter 
(eventuellement infini) W v dans un espace vectoriel reel V de dimension finie (mais pas 
forcement euclidien) [Bourbaki-68 ; V § 4] . Les generateurs fondamentaux de W v sont 
des reflexions lineaires par rapport aux murs d'un cone convexe, ouvert et simplicial CJ 
(la chambre vectorielle fondamentale positive). Les conjugues par W v de ces murs sont 
les murs vectoriels, leur ensemble est note M v ; a chaque M v G M v est associee une 
unique reflexion tm v £ W v d'hyperplan M v . Les conjugues par W v de CJ (ou de ses 
facettes) sont les chambres (ou les facettes) vectorielles positives. La reunion (disjointe) 
de toutes ces facettes est le cone de Tits T qui est convexe. Les chambres ou facettes 
negatives sont les images par — Idy des chambres ou facettes positives. De plus on est 
souvent oblige de considerer des murs vectoriels " imaginaires" dont l'ensemble est stable 
par W v , cf. 1.1.5. 

L'appartement A est un espace affine sous V, il est muni d'un ensemble M 
d'hyperplans affines appeles murs. Si M G Ai, sa direction M v est dans M v et on note 
tm la reflexion d'hyperplan M dont l'application lineaire associee est tm v - Le groupe 
de Weyl W, engendre par les tm pour M G Ai, doit stabiliser M.. Les murs imaginaires 
sont les hyperplans de direction un mur vectoriel imaginaire. Comme l'ensemble des 
murs n'est pas localement fini, on ne peut pas definir des facettes dans A comme des 
sous-ensembles de A : ce sont des filtres de parties de A comme dans [Bruhat-Tits-72], 
cf. 1.7. Un quartier (resp. une face de quartier) de A est une partie de A de la forme 
f = x + F v pour x G A et F v une chambre (resp. une facette) vectorielle. On a besoin 
d'epaissir ces faces de quartier : une cheminee est un ensemble de la forme r = F+F v (ou 
plus precisement son enclos cf. 1.10) ou F est une facette et F v une facette vectorielle. 
La face de quartier x + F v (resp. la cheminee cl(F + F v )) est dite spherique (resp. 
evasee) si F v est spherique i.e. contenue dans l'interieur de ±T. Le germe d'une face de 
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quartier x + F v (resp. d'une cheminee cl(F + F v )) est le filtre des parties de A contenant 
x + F v + £ (resp. cl(F + F" + £)) pour un certain £ G F~" . 

Apres ces definitions techniques, on definit au § 2 une masure affine comme 
un ensemble X muni d'un recouvrement par un ensemble A d'appartements, tous 
isomorphes a A. On peut resumer l'essentiel des axiomes en disant que l'on demande 
de plus qu'une facette, une facette et un germe de cheminee evasee ou deux germes de 
cheminees evasees sont contenus dans un meme appartement, unique a isomorphisme 
fixant ces objets pres (2.1). Les immeubles de Bruhat-Tits, les immeubles affines 
simpliciaux (au sens classique, voir par exemple [Brown-89]) et vraisemblablement tous 
les immeubles affines de [Tits-86] sont des masures affines (2.4). On deduit aussitot de 
la definition l'existence dans une masure affine de retractions de centre un germe de 
quartier (2.6). 

Au § 3 on commence l'etude des proprietes a l'infini d'une masure affine. Deux 
germes de faces de quartier spheriques sont dits paralleles si, dans un appartement les 
contenant tous deux, ils correspondent a la meme facette vectorielle. On montre que 
ceci definit une relation d'equivalence (3.2) et que les classes d' equivalences constituent 
les facettes spheriques de deux immeubles jumeles (theoremes 3.4 et 3.7). On obtient 
ainsi, a l'infini d'une masure affine, une paire d'immeubles jumeles qui generalise done 
l'immeuble spherique a l'infini d'un immeuble affine construit dans [Tits-86]. 

Au § 4 on examine la structure de l'ensemble des germes de faces de quartier 
spheriques positives (resp. negatives). On montre que cela constitue un immeuble mi- 
croaffine au sens de [Rousseau-06] ; les facettes de cet immeuble microaffine correspon- 
dent aux germes de cheminees evasees positives (resp. negatives) cf. 4.4. Les germes 
de faces de quartier spheriques dans une meme classe de parallelisme constituent un 
immeuble affine (4.3). Dans le cas des cloisons de quartier, on obtient ainsi des arbres 
qui generalisent ceux utilises par J. Tits dans [Tits-86] pour definir une valuation sur 
la donnee radicielle associee (en general) a l'immeuble spherique a l'infini d'un immeu- 
ble affine. On n'arrive cependant pas ici a une classification des masures affines (qui 
generaliserait [Tits-86]) pour (au moins) deux raisons : la classification des immeubles 
jumeles n'est pas aussi generale que celle des immeubles spheriques et surtout on ne 
sait (encore) pas construire une masure affine associee a une donnee radicielle valuee 
correspondant a un systeme de racines infini (4.12). 

Au § 5 on s'interesse aux proprietes a distance finie d'une masure X. On montre 
(5.3) qu'en chaque point de X il existe un residu sous la forme de deux immeubles. Si 
la masure X est "ordonnee" (2.3), ces deux immeubles sont en fait jumeles (5.6). On a 
done encore une paire d'immeubles jumeles qui generalise l'immeuble spherique qu'est 
le residu pour un immeuble affine. Dans l'appartement A il y a un preordre naturel 
donne par : x < y si et seulement si y — x G T. On definit une relation dans X par 
x < y si et seulement si il existe un appartement A contenant x et y et si x < y dans cet 
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appartement. On montre que cette relation est bien definie et que c'est un preordre si 
la masure est ordonnee (theoreme 5.9). Dans le cas des immeubles affines cette relation 
est triviale (car T = V) ; ce n'est pas le cas en general et on a done ainsi une structure 
d'un type nouveau sur les masures affines. 

Enfin au § 6 on exhibe des exemples de masures affines qui ne sont pas des 
immeubles affines, en montrant que (presque toutes) les masures de [Gaussent-Rousseau- 
08] sont des masures affines, ordonnees, epaisses et semi-discretes (theoreme 6.11). 

§ 1. Appartement s affines 

Dans ce premier paragraphe on laisse beaucoup de demonstrations au lecteur. Sauf 
indication particuliere, ce sont de simples consequences de l'algebre lineaire et de la 
theorie des inequations lineaires dans R n . 

1.1. Le groupe de Weyl vectoriel et les racines 

Dans tout cet article on se donne un quadruplet (V, W v , (a£)jgj) forme 

d'un espace vectoriel reel V de dimension finie, d'un sous-groupe W v de GL(V), d'une 
famille (cti)iei dans V et d'une famille libre (ctj)^/ dans le dual V* de V (toutes deux 
indexees par le meme ensemble fini I). On suppose verifiees les proprietes suivantes : 

1) Pour i G J, Oii{ai) = 2 et done la formule ri(v) = v — ai{v)dl definit une 
involution de V , plus precisement une reflexion d'hyperplan Ker(ai). 

2) Le groupe de Weyl W v est le sous-groupe de GL(V) de systeme generateur 
S = {ri \ i G /}. C'est un groupe de Coxeter, appele groupe de Weyl vectoriel. Le 
coefficient m(i,j) de la matrice de Coxeter est l'ordre de r^j. 

3) On note $ l'ensemble des racines reelles c'est a dire des formes lineaires sur V 
de la forme a = w(cti) avec w G W v et i G /. Si a G $, alors r a = vo.ri.w~ 1 est bien 
determine par a, independamment du choix de w et de % tels que a = w(oti). Pour v G V 
on a r a (v) = v — a(v)a pour una" G V avec a(a) = 2 ; ainsi r a est une reflexion par 
rapport a l'hyperplan M v (a) = Ker(a) que Ton appelle mur (vectoriel) de a . On note 
M. v l'ensemble de ces murs vectoriels (reels). Le demi- appartement vectoriel associe a a 
est D(a) = {v G V \ a(v) > 0}. 

4) Si $+ = $ n (0 l67 R + a,) et $" = , on a $ = $+ |J Le groupe W v 
permute $, mais seul l'element neutre stabilise $ + . Plus precisement pour w G W v , 
w(ai) G $ + £(wri) > £(w) oh I designe la longueur dans W v relative a S. Les racines 
de $ + (resp. $~) sont dites positives (resp. negatives) . Pour a G $, on a $nM + a = {a} ; 
ainsi $ + (resp. $) est en bijection avec Ai v (resp. les demi-appartements de V). 

5) On considere un ensemble A^ m G V* de racines imaginaires disjoint de M$ 
et stable par ±W V ; on note A re = $ et A = $ U Aj m . Trois cas particuliers sont 
particulierement interessants : 

• Cas sans imaginaire : A^ m — ; c'est un cas particulier du cas suivant. 
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• Cas moderement imaginaire : Si A^ m = A im n (0 i€/ et A im = —Af m , 
on a A irn = Af m U A~ m et A^ m comme A~ m sont stables par W v . On peut par exemple 
prendre A+ m = n w€W v (0 i6/ R+a^ \ M$. 

• Cas tres imaginaire : R* A im = V* \ M$, par exemple A im = V* \ R®. 

On note M. m l'ensemble des murs vectoriels imaginaires M v (a) =Ker(ct), pour 
a G A im . 

1.2. Exemples 

La situation decrite ci-dessus se rencontre dans (au moins) deux cas (non disjoints) : 

1) Cas Kac-Moody : cf. [Kac-90] ou [Rousseau-06] 

On considere une realisation (V, (a^)^/, (ai)i e i) d'une matrice de Kac-Moody 
A (cela signifie que aj(ai) est le coefficient a,ij de la matrice A [Kac-90]) avec 
(oti)i£i libre dans V*. Alors W v en est le groupe de Weyl, $ l'ensemble des racines 
reelles et A im l'ensemble des racines imaginaires ; on est dans le cas moderement 
imaginaire. De maniere equivalente on peut considerer un systeme generateur de racines 
(A, X, Y, (aj)j € 7, {otX)iei) au sens de [Bardy-96] avec V = Y ®R comme dans [Rousseau- 
06] . Ce cas existe si et seulement si les coefficients de la matrice de Coxeter de W v sont 
1, 2, 3, 4, 6 ou oo. De plus on a A C ie7 Zcuj. 

Si W v est fini, la matrice de Kac-Moody est une matrice de Cartan et (V, W v ) 
est associe a une algebre de Lie reductive complexe, ce cas sera dit classique. Si A est 
une matrice de Kac-Moody de type affine [Kac-90 ; IV] , on parlera de cas affine. 

On peut modifier ce cas Kac-Moody en se plagant dans les cas sans imaginaire ou 
tres imaginaire. 

2) Cas Coxeter general : 

cf. [Bourbaki-68 ; V §4], [Deodhar-89] , [Humphreys-90 ; V] ou [Tits-88]. 

On considere un groupe de Coxeter quelconque W v de systeme fondamental de 
generateurs S = {si \ i G /} fini et matrice de Coxeter (m(i,j))ij^i. On lui associe un 
espace vectoriel reel V* de base (a^)^/, que l'on munit de la forme bilineaire symetrique 
B, telle que B(ai,oti) = 1 et B(ai,aj) = —cos( m ^ jj ). On definit alors a\ G V par 
2B(f,oti) = f{a"i) pour tout / G V* . D'apres les references ci-dessus les proprietes de 
1.1 sont verifiees. Pour les racines imaginaires, on peut envisager les 3 cas de 1.1.5. 

Bien sur on peut aussi multiplier V par un espace vectoriel sur lequel W v n'agit 

pas. 

3) Remarques : On pourrait sans doute abandonner dans les hypotheses de 1.1 les 
conditions de liberte de la famille (cti)^/ et de finitude de / ou de la dimension de V. 
II faudrait prendre quelques precautions supplementaires, par exemple imposer que CJ 
(defini ci-dessous en 1.3) engendre l'espace vectoriel V. Des exemples de cette situation 
et leur interet sont expliques dans [Moody-Pianzola-95] et [Bardy-96]. 

Meme sans abandonner ces deux conditions, les systemes generateurs de racines plus 
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generaux de [Bardy-96] fournissent des exemples differents de ceux de 1), ni moderement 
imaginaires, ni sans imaginaires, ni tres imaginaires. 

Dans la suite on s'interesse essentiellement au cas moderement imaginaire (sans 
l'imposer). Le cas sans imaginaire est ideal mais souvent semblable, cf. 1.8.3. 

1.3. Le cone de Tits 

Les resultats de ce numero se demontrent comme dans [Bourbaki-68 ; V § 4] ou 
[Humphreys-90 ; V] a partir des hypotheses de 1.1. 

La chambre fondamentale positive CJ = {v G V \ di(v) > Vz G /} est un cone 
convexe ouvert non vide. Son adherence est reunion disjointe des facettes vectorielles 
F V (J) = { v G V | at(v) = Vz G J; on(v) > Vz i J} pour J C I. On a CJ = F v ($) 
et Vq = F V (I) est un sous-espace vectoriel. Si Vq = {0}, on dit que W v est essentiel 

On dit que la facette F V (J) ou que J est spherique si W V (J) = (r, | i G J) est fini ; 
c'est le cas de la chambre CJ ou des cloisons F v ({i}) , Vz G I. Plus generalement les 
chambres (resp. facettes, facettes spheriques, cloisons) positives sont les transformers 
par W v de celles deja definies. Le type de w.F v ( J) est J. 

On dit que Ton est dans le cas fini si (de maniere equivalente) $ est fini, W v est 
fini ou I (et done toute facette) est spherique. 

Le cone de Tits est la reunion disjointe T des facettes w.F v (J) pour w dans W v 
et J C /. C'est un cone convexe stable par VF" . L'action de W v sur les chambres est 
simplement transitive. Le fixateur ou le stabilisateur de F V (J) est W V (J). Pour x dans 
T , on note F v (x) la facette qui le contient. Celle-ci est spherique si et seulement si x 
est interieur a T : la reunion des facettes spheriques est l'interieur T° de T, c'est un 
cone convexe ouvert non vide, appele cone de Tits ouvert. De meme l'adherence T de 
T est un cone convexe. 

On considerera aussi le cone de Tits negatif —T et toutes les facettes, chambres, 
cloisons negatives obtenues par l'operation O i— > — O. 

II peut arriver qu'une facette soit positive et negative, c'est le cas par exemple de 
Vq. Dans le cas fini, on a T = — T = V et toutes les facettes sont spheriques, positives 
et negatives. Dans le cas non fini on a T° n — T° = : une facette spherique ne peut 
etre positive et negative. Dans le cas affine T° = {v G V | 5(v) > 0} avec 5 G et 
T=7 UT°. 

Dans le cas moderement imaginaire toute racine imaginaire positive est positive sur 
T. En particulier le cas moderement imaginaire fini est un cas sans imaginaire. 

1.4. L'appartement affine temoin A 

On choisit un espace affine A sous l'espace vectoriel V muni d'une collection M. 
d'hyperplans affines (appeles murs ou murs reels) telle que : 

a) pour tout M G M, il existe une racine o.m G $ telle que la direction M v de M 
soit le mur vectoriel M v (cxm) = Ker{otM), 
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b) toute racine a G <£> peut s'ecrire a = cum pour une infinite de murs M, 

c) pour M G M, on note tm la reflexion d'hyperplan M dont l'application lineaire 
associee est r aM et on suppose que le groupe W engendre par les tm stabilise M,. 

d) On considere aussi l'ensemble M 1 des murs imaginaires qui sont tous les 
hyperplans affines dont la direction est de la forme Ker(ct) pour a G Aj m . Cet ensemble 
M 1 est stable par W (et meme par le groupe W£ defini en f.6.f). 

Le groupe W est le groupe de Weyl (affine) de A. 

La dimension (resp. le rang (vectoriel)) de A est dim(V) (resp. |/|). 

On dit que A est semi-discret (resp. dense) si, pour toute racine reelle a, l'ensemble 
des murs de direction Ker(a) est discret (resp. dense). L'ensemble M. n'est un ensemble 
discret d'hyperplans que si, de plus, on est dans le cas fini ; on dit alors que A est discret. 

Un point x G A est special si tout mur reel admet un mur parallele passant par x 
(il existe toujours de tels points). 

Si on choisit un point special x$ comme origine, les murs reels ou imaginaires 
peuvent etre decrits comme les M(a, k) = {v G A | a(v) + k = 0} pour a G A et 
k G T a , ou T a est un sous-ensemble de K. ; si a est reelle, T a est infini et contient 
0, si a est imaginaire, T a = R. On note D{a,k) = {v G A | a(v) + k > 0} (resp. 
D°(a,k) = {v G A | a(v) + k > 0}) ; si a est reelle on l'appelle un demi-appartement 
(resp. demi-appartement-ouvert). On note -D(a,oo) = D°(a, oo) = A et, pour a reelle, 

fa,k = r M(a,k)- 

N.B. L'ensemble M l des murs imaginaires ne servira en fait qu'a definir l'enclos d'une 
partie de A, cf. 1.7.2. 

1.5. Le groupe de Weyl W et les relations de preordre sur A 

1) Pour a G <&, il est clair que contient les translations de vecteurs dans T a .a\ 
ou T a est le sous-groupe de K. engendre par T a et que r a = r a + 2T a (condition c) , 
en particulier T a = —T a . Par contre on peut avoir T a ^ T a si T a n'est pas discret 
[Bruhat-Tits-72 ; 6.2. f 7]. 

On note Q~ = J2 a e<s> c'est un sous-groupe de V stable par W v (car 

r ma = T a ). On l'identifie a un groupe de translations de A (contenu dans W). Pour 
a G M = M(a, k) et N = M(a, 0), est le compose de r^ et de la translation de 
vecteur kci. Done, si on identifie W v au sous-groupe de W fixant l'origine (speciale) xo, 
on a une decomposition en produit semi-direct : W = W v x Q". 

2) Remarque : Si A est discret, quitte a quotienter par Vo on est dans le cas essentiel 
et l'ensemble des points speciaux est discret dans A. Ainsi Q" (qui les stabilise) est un 
sous-groupe discret de V. Comme W v est fini, un produit scalaire W v — invariant identifie 
V a V * de fagon que on soit colineaire acij, done Q" est un reseau de V. On sait alors 
que W v est cristallographique [Bourbaki-68 ; VI 2.5] : les elements de la matrice de 
Coxeter sont I, 2, 3, 4 ou 6. On peut done se ramener au cas classique de 1.2.1. 
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3) On note P" le sous-groupe de V stabilisant M, il contient Q~ et Vq. Alors 
Wp = W v x -P~est le plus grand sous-groupe de W| = VF" x F stabilisant M. 

4) Preordres : Le cone de Tits T, son adherence T et son interieur T° sont des 
cones convexes et VF" invariants, on obtient done trois preordres W£— invariants sur A 
en posant : 

o 

x<y^y — xET , x<y y — x G T , aKy y — x G T° U {0} . 
On a souvent T n — T 7^ {0}, ce qui implique que < ou < n'est pas une relation 

o 

d'ordre. Par contre en dehors du cas fini on a T° n — T° = 0, done < est une relation 

o 

d'ordre. Dans le cas fini, on a T° = V, done x < y et x<y pour tous x, y dans A. Dans 

o 

le cas affine essentiel < et < coincident ; de plus pour tous x, y dans A on a x<y ou 
x > y (et les deux a la fois seulement pour x = y). 

1.6. Exemples 

1) On peut considerer l'ensemble .Mr de tous les hyperplans de direction dans A4 V . 
On a done 4 appartements affines (tres lies) A, Ar, A s * et Ar associes aux systemes 
de murs M U M\ MrU M\ M et Mr. L'appartement A R ou A^ est dense et tous 
ses points sont speciaux. Le groupe de Weyl (resp. le groupe Wp) correspondant est 
W R = W v x Q" R (resp. W^ = W V K V) ou Q\ = R.a. 

Un mur ou demi-appartement relatif a A4 R mais pas a M. sera dit fantome ; par 
opposition un mur ou demi-appartement relatif a M. sera parfois dit vrai. 

2) Dans le cas Kac-Moody sans imaginaire ou moderement imaginaire, on peut 
choisir un sous-groupe fixe non trivial r de R et poser T a = T, Va G Alors 
Q" = ®ie 1 r.«i et done W stabilise bien M. L'appartement A est semi-discret (resp. 
dense) si et seulement si V est discret (resp. dense) dans K. et alors Q~est discret (resp. 
dense) dans Q\. Le cas V = Z est developpe dans [Gaussent-Rousseau-08] . 

Dans le cas moderement imaginaire, il est en fait naturel de poser, comme dans 
loc. cit. , T a = T, Va G Ai m , ce qui est contraire a la convention de 1.4.d. Mais comme 
tout multiple entier d'une racine imaginaire a est une racine, l'ensemble des murs de 
direction Kera est alors dense dans A. Comme la definition ci-dessous de l'enclos permet 
de faire intervenir HneN* D(na, k na ) pour des kp G Y, cette convention et celle de 1.4.d 
donnent les memes enclos. 

Ceci explique la definition simplificatrice de M 1 adoptee en 1.4.d. On notera 
cependant que les 2 conventions peuvent donner (en 1.7.3 ci-dessous) des facettes 
legerement differentes (car une intersection decroissante de demi-espaces ouverts est 
un demi-espace ferme), meme si les facettes fermees sont les memes. 

3) Dans le cas Kac-Moody sans imaginaire, si (^ a ) a g$ est une valuation reelle 
d'une donnee radicielle (G, {U a ) ae <s>, T) (cf. [Rousseau-06]), on note T a = <p a (U a \ {1}). 
Si $ est classique, on definit ainsi un appartement affine A [Bruhat-Tits-72] . II est 
vraisemblable que ceci reste vrai dans le cas Kac-Moody general. 
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1.7. Facettes et autres filtres 

Les facettes de A sont associees aux murs et demi-appartements ; mais, comme dans 
[Bruhat-Tits-72] , ce ne sont a priori des sous-ensembles de A que dans le cas discret. En 
general on doit les definir comme des filtres de parties de A. On adopte pour les filtres 
les conventions de [Rousseau-08] ou [Gaussent-Rousseau-08] . 

1) Pour x G A, on note V x le filtre des voisinages dans A du point x. Si O est un 
sous-ensemble de A contenant x dans son adherence, le germe de O en x est le filtre 
germ x (Q) = O n V x forme des sous-ensembles de A contenant un voisinage de x dans 

a 

En particulier, pour x ^ y G A, [x,y) = germ x ([x,y]) (resp. ]x,y) = germ x (]x, y])) 
est le germe en x du segment [x, y] (resp. de l'intervalle ]x, y] = [x, y] \ {x}). Ce germe 
est dit positif (resp. negatif) si x < y (resp. y < x). Si x < y ou y < x, on dit que 
[x, y], [x, y) ou ]x, y) et la demi-droite d'origine x contenant y sont preordonnes ; ils sont 

o o 

generiques si la facette F v (±(y — x)) est spherique i.e. si x < y ou y < x. 

Si F est un filtre de parties de A et x G A, on dit que x G F si x G S, VS G F i.e. 
si {x} C F 

Le support supp(F) d'un filtre F de parties de A est le plus petit sous-espace affine 
E de A contenant F ; c'est aussi le support de l'adherence F de F. La dimension de F 
est la dimension de E. 

2) L'enclos cl(F) d'un filtre F de parties de A est le filtre forme des sous-ensembles 
de A contenant un element de F de la forme flag a F)(a,k a ), avec pour chaque a, 
k a G T a U {oo} (en particulier chaque D(a, k a ) contient F). Un filtre est dit clos s'il est 
egal a son enclos. Tout enclos est clos. 

N.B. a) Dans le cas fini non discret, l'enclos tel que defini ici peut etre legerement plus 
gros que celui de [Bruhat-Tits-72 ; 7.1.2]. Par exemple l'enclos d'une partie O de A peut 
n'etre qu'un filtre et non une partie de A ; mais l'intersection des elements de c/(0) est 
l'enclos tel que defini dans I.e. 

b) Cet enclos est plus petit que l'enclos defini a partir de M. uniquement (cas sans 
imaginaire) que l'on notera cl st (F). 

Le M— enclos cI-r(F) du filtre F est defini de la meme maniere que l'enclos avec 
A4r a la place de M.. Dans le cas tres imaginaire le M— enclos n'est rien d'autre que 
l'enveloppe convexe conv(F) de F. On note cl^(F) l'enclos de F associe a Ai^ (sans 
A4 l ). Bien sur les enclos cl, cZr, cl s% et c/|* sont en fait associes a A, Ar, A sl et Aj|\ Pour 
tout filtre F on a : conv(F) C d R (F) C cl^(F) C d sl (F) et cl R (F) C cl(F) C d sl (F). 

3) Une facette-locale de A est associee a un point x G A et une facette vectorielle 
F v dans U ; c'est le filtre F e (x, F v ) = germ x (x + F v ). La facette associee a F e (x, F v ) 
est le filtre F(x, F v ) forme des ensembles contenant une intersection de demi-espaces 
D(a, k a ) ou D°(a, k a ) (un seul k a G T a U {oo} pour chaque a G A), cette intersection 
devant contenir F e (x, F v ). La facette-locale F e et la facette F ont le meme enclos qui 
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est aussi la facette-fermee F, adherence de F. 

Cette definition donne des facettes plus grandes (au sens large) que celles de 
[Bruhat-Tits-72 ; 7.2.4] dans le cas fini. Ce sont les memes facettes si l'on remplace 
intersection par intersection finie en [I.e. ; 7.2.4 ligne 4] ; cette modification ne change 
pas le groupe associe et done pas l'ensemble des appartements contenant la facette. 
Dans le cas discret, la facette est bien le sous-ensemble de A considere par Bruhat et 
Tits. 

Si toute racine de A est nulle sur Vo, la facette associee a .Mr, -M\ F v et x est 
Fel(x,F v ) = F (x, F v ) +Vq. Dans le cas dense on a F(x, F v ) = F^(x, F v ) pour x special. 

4) Une facette-locale ou une facette est dite positive ou negative si on peut l'ecrire 
F = F i (x,F v ) ou F = F(x,F v ) avec F v de ce signe ; elle peut etre positive et negative. 

Cette facette-locale ou facette F est dite spherique si la direction de son support 
rencontre le cone de Tits ouvert (et done a un fixateur fini dans W v ), alors son fixateur 
Wp dans W est fini. Si F v est spherique, alors F e (x, F v ) ou F(x, F v ) Test aussi et e'est 
equivalent pour une facette-locale. 

Si F = F l (x,F v ) est une facette-locale, on a dim(F) = dim(F v ). Ce n'est en 
general pas vrai pour une facette ou une facette-fermee. 

5) Lemme. Si F est une facette, une facette-fermee, une facette locale ou un filtre 
clos, alors tout O e F contient un ouvert non vide du support de F. 

N.B. Par contre le support d'un filtre clos n'est pas forcement clos. 
Demonstration. Une base du filtre F est formee d'ensembles convexes et il est clair 
qu'un ensemble convexe contient un ouvert non vide de l'espace affine qu'il engendre. □ 

6) Dans le cas moderement imaginaire une facette-fermee est l'enclos d'un germe 
de segment preordonne. 

1.8. Chambres, cloisons... 

1) II y a un ordre sur les facettes : les assertions n F est une face de F' " , n F' 
domine F " et n F < F' " sont par definition equivalentes a F C F'. 

Tout point x G A est contenu dans (l'adherence d')une unique facette minimale 
F(x, Vq) ; le point x est un sommet si et seulement si F(x, Vo) = {x}. 

2) Une chambre (ou alcove) est une facette maximale ou, de maniere equivalente, 
une facette que l'on peut ecrire sous la forme C = F(x, C v ) ou C v est une chambre 
vectorielle. Sa dimension est n et elle est spherique. 

Une cloison est une facette maximale parmi les facettes contenues dans au moins 
un mur (reel), ou de maniere equivalente une facette que l'on peut ecrire sous la forme 
F = F(x, F v ) ou F v est une cloison vectorielle et x appartient a un mur de direction 
supp(F v ). Sa dimension est n — 1, son support est un mur et elle est spherique. 

Un mur d'une chambre C est le support M d'une cloison F dominee par C. Deux 
chambres sont dites adjacentes (le long de M ou F) si elles dominent une meme cloison 



Masures affines 



11 



F de support M. Mais il peut exister une chambre ne dominant aucune cloison, et done 
n'ayant aucun mur. Done, A n'est pas forcement "connexe par galeries". 

3) Exemple : On se place dans le cas (assez general) de 1.2.1 : le cas Kac-Moody 
(sans imaginaire ou moderement imaginaire) avec des F a comme en 1.4 (supposes 
seulement infinis). On va mieux decrire ci-dessous la facette F = F(x, F V (J)) meme 
quand x n'est pas special. On note <& x = {a G $ a(x) G r a }, A( J) = A fl (©jgj Mctj) 
et $(J) = $nA(J). 

Si J n'est pas spherique, alors (que ce soit avec ou sans imaginaires) on a 
dim(F) < n — 1. Plus precisement supp(F) est contenu dans l'intersection x + V'( J) des 
hyperplans affines x+Ker/3 pour les (3 G V* \ {0} tels que M(3 soit point d'accumulation 
(dans P(V*) ) des R7 pour 7 G $(J). L'espace V'(J) est stable par W V (J). De plus 
toute racine 5 G A im fl A( J) est nulle sur V'(J) [Kac-90 ; ex. 5.12], done F n'est pas 
spherique. 

Si J est spherique, alors F est egalement spherique. On a dim(F) = n si et seulement 
si $ x fl <E>( J) = et alors F = F(x,Cj) est une chambre. On a dim(F) = n — 1 si et 
seulement si |$ x fl $>(J)\ = 1 ; on peut supposer que $+ fl $(J) = {a JO } pour j G J et 
alors F = F(x, F v ({jo})) est une cloison. 

Ainsi une facette de dimension n est une chambre et une facette de dimension n — 1 
est soit une cloison soit non spherique. Done l'ensemble T des facettes de A et le cone 
de Tits determinent l'ensemble M. des murs. 

1.9. Quartiers 

Un quartier dans A est un translate q = x + C v d'une chambre vectorielle ; x est 
son sommet et C v sa direction. Deux quartiers ont la meme direction si et seulement si 
ils sont translates l'un de l'autre et si et seulement si leur intersection contient un autre 
quartier. 

Le germe de quartier du quartier q = x + C v est le filtre gerrrioo^q) = H forme des 
sous-ensembles de A contenant un translate de q ; il est bien determine par la direction 
C v . Ainsi l'ensemble des classes de quartiers de A a translation pres, l'ensemble des 
chambres vectorielles de V et l'ensemble des germes de quartiers de A sont en bijection 
canonique. 

Une face (resp. cloison) de quartier dans A est un translate f = x + F v d'une facette 
(resp. cloison) vectorielle. Le germe de face de quartier de la face de quartier f = x + F v 
est le filtre germ^^f) = $ forme des sous-ensembles de A contenant un raccourci de 
f i.e. un translate quelconque f de f par un element de F v (done f C f). Si F v est 
spherique, alors f et J sont aussi dits spheriques (ou evases). Le signe de f ou $ est le 
signe de leur direction F v . 

1.10. Cheminees 
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Une cheminee est associee a une facette F = F(x, Fq) (sa base) et une facette 
vectorielle F v (sa direction), c'est le filtre 

t(F, F v ) = cl(F + F v ) = cl(germ x (x + F U ) + F v ) D cl(F) + F»=T + F". 

La cheminee x(F, F v ) est dite evasee si i 7 "" est spherique, son signe est celui de F v . 
Cette cheminee est dite solide (resp. pleine) si la direction de son support a un fixateur 
fini dans W v (resp. si son support est A). 

Remarques 1.11. 

1) Si F v ou F est spherique (resp. une chambre), alors t(F, F v ) est solide (resp. 
pleine). En particulier une cheminee evasee est solide. 

2) La plenitude de la cheminee r equivaut au fait que tout S G r contient un ouvert 
non vide de A (lemme 1.7.5), alors le fixateur (point par point) Wx de r dans W est 
reduit a l'element neutre. 

3) Dans le cas fini toute cheminee est evasee et toute face de quartier ou facette est 
spherique. 

4) Dans le cas fini ou si F v n'est pas spherique, il peut arriver que la cheminee soit 
a la fois positive et negative. 

5) Si F v = Vq est la facette vectorielle minimale, alors x(F, F v ) = F + Vq C cl st (F) 
et est egal a la facette fermee F si toute a G A est nulle sur Vq (e.g. dans le cas 
moderement imaginaire). Toute facette- fermee engendre done une cheminee (degeneree) 
qui n'est evasee que dans le cas fini. 

6) L'enclos d'une face de quartier f = x + F v est une cheminee (avec Fq = Vq ou 
Fq = F v ) de meme direction que f. La face de quartier est spherique si et seulement si 
la cheminee correspondante est evasee. 

7) Dans le cas moderement imaginaire et sauf si la direction est reduite a {0}, on 
peut decrire l'adherence d'une face de quartier comme le R— enclos d'une demi-droite 
preordonnee et une cheminee comme l'enclos d'une demi-droite preordonnee et d'un 
germe de segment preordonne de meme origine. La face de quartier est spherique (ou la 
cheminee est evasee) si et seulement si la demi-droite est generique. 

1.12. Germes de cheminees ou demi-droites 

Un raccourci d'une demi-droite 5 d'origine x est une demi-droite 5 y d'origine y G 5 
definie par 5 y = 5 + (y — x) = 5 \ [x,y[. Le germe de cette demi-droite est le filtre 
germ 00 (5) des parties de A contenant un de ses raccourcis. 

Un raccourci d'une cheminee x(F, F v ) est defini par un element £ G F v , c'est 
la cheminee cl(F + £ + F v ). Le germe de cette cheminee est le filtre fR(F, F v ) = 
(7erm OG (r(F, F v )) des parties de A contenant un de ses raccourcis. 
Remarques : 1) La direction F v est bien determinee par r ou (ce n'est pas vrai pour 
la base) : F v est la reunion des demi-droites vectorielles telles que tout element du filtre 
9^ contienne une demi-droite de cette direction. 
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2) Un raccourci d'une cheminee a la meme direction, le meme support, le meme 
signe et done les memes proprietes (evasee, solide ou pleine) que la cheminee originelle ; 
ces objets et ces proprietes sont done attaches au germe. 

3) Dans le cas degenere ou F v = Vq, tout raccourci de r est egal a r, done t = 9t. 

4) Un germe de quartier est un germe de cheminee evasee pleine. 

1.13. Appartements de type A 

Un appartement de type A est un ensemble A muni d'un ensemble Isom(A, A) 
de bijections / : A — > A (appelees isomorphism.es) tel que, si fo G Isom(A, A), alors 
/ G Isom(A, A) si et seulement si il existe w G W verifiant / = fo o w. 

Un isomorphisme entre deux appartements A et A' est une bijection <p : A — > A' 
telle qu'il existe f G Isom(A, A)) avec (p o f e Isom(A, A') (i.e. f G Isom(A, A)) 
tp o / g Isom(A, A') ). 

En particulier un appartement A possede une structure naturelle d'espace affine 
sous un espace vectoriel reel V(A), avec des ensembles $(A) C A(A) C V(A)* de 
racines, des murs ou murs imaginaires, des cones de Tits ±T(A) dans V(A) et des 

o 

relations de preordre <a, <a, <a- H contient des facettes, des demi-appartements, des 
quartiers, des cheminees ... et plus generalement tout ce que Ton vient de definir, puisque 
ces notions sont invariantes par W. De plus un isomorphisme d'appartements echange 
ces structures, objets et relations. 

§2. Masures affines 

Pour simplifier on se place dorenavant dans le cas moderement imaginaire. II 
faudrait sinon rajouter a la definition 2.1 ci-dessous au moins certaines des proprietes 
demontrees en 2.2. Le cas tres imaginaire avec enclos reel (egal a l'enveloppe convexe) 
pourrait quand meme etre interessant. 

Definition 2.1. Une masure affine de type A est un ensemble X muni d'un recouvrement 
par un ensemble A de sous-ensembles appeles appartements tel que : 

(MAI) Tout A & A est muni d'une structure d'appartement de type A. 

(MA2) Si F est un point, un germe d'intervalle preordonne, une demi-droite 
generique ou une cheminee solide d'un appartement A et si A' est un autre appartement 
contenant F, alors A D A' contient l'enclos cIa(F) de F dans A et il existe un 
isomorphisme de A sur A' fixant cet enclos. 

(MA3) Si 91 est un germe de cheminee evasee, si F est une facette ou un germe de 
cheminee solide, alors 9t et F sont toujours contenus dans un meme appartement. 

(MA4) Si deux appartements A, A' contiennent 91 et F comme en (MA3), alors 
leur intersection An A' contient l'enclos c/a(91 U F) de 91 U F dans A et il existe un 
isomorphisme de A sur A' fixant cet enclos. 
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Par reference aux decompositions correspondantes dans les groupes de Kac-Moody 
(c/. § 6), si !tH est un germe de quartier et F une facette (resp. un germe de quartier de 
meme signe, de signe oppose) on dit que (MA3) ou (MA4) est la partie existence ou 
unicite de la propriete d'lwasawa (resp. de Bruhat, de Birkhoff) ; on ajoute le qualificatif 
mixte si on remplace germe de quartier par germe de cheminee evasee non degeneree ou 
solide non degeneree. La propriete de Bruhat-Iwahori correspondrait au cas ou d\ et F 
sont des facettes (c/. (II) et (12) en 2.2.6 ci-dessous) ; elle est rarement verifiee par les 
masures affines : seulement par les immeubles affines (cf. 2.4, 2.5). 
Remarque. Les definitions des masures affines de type A, Ar, A sl et Aj^ ne different 
done que par les contraintes plus ou moins grandes imposees par le fait de contenir les 
enclos correspondants. Le type A sl est le plus contraignant, on espere pouvoir toujours 
s'y ramener. Le type A^ est le moins contraignant. 

2.2. Premieres consequences 

1) Si la conclusion de (MA2) est verifiee pour un filtre F, elle Test aussi pour tout 
nitre F' tel que FcF'c cIa(F). En particulier si (MA2) est verifie, il s'applique aussi 
bien quand F est un germe de segment preordonne, une facette-locale, une facette, une 
facette-fermee ou une face de quartier spherique. De meme (MA2) s'applique alors aussi 
quand F est un germe de demi-droite generique, un germe de face de quartier spherique 
ou un germe de cheminee solide. 

2) L'axiome (MA2) et la remarque finale de 1.13 montrent que les notions de 
germe de segment (ou d'intervalle) preordonne, facette, facette-locale, facette-fermee, 
demi-droite generique, face de quartier spherique, cheminee solide et les germes associes 
sont bien definis dans la masure independamment de l'appartement qui les contient. De 
meme les qualificatifs qui s'appliquent a ces objets (positif, negatif, spherique, generique, 
evase, pleine, dimension, type, chambre, cloison) ne dependent pas de l'appartement. 
On utilise ceci dans les axiomes (MA3) et (MA4). 

3) D'apres (MA2) les axiomes (MA3) et (MA4) s'appliquent aussi dans une masure 
quand F est un point, un germe de segment preordonne, une facette-locale ou une 
facette-fermee et quand !>K ou F est un germe de demi-droite generique ou un germe de 
face de quartier spherique. 

Bien sur (MA3) (mais pas forcement (MA4)) s'applique aussi si D\ ou F est contenu 
dans l'un des objets indiques, par exemple si est un germe de demi-droite generique 
et si F est un germe de demi-droite preordonnee. 

4) Les enclos cIa(-) intervenant dans les axiomes (MA2) et (MA4) ne dependent 
finalement pas de l'appartement A choisi dans la masure et sont done notes simplement 
cl(-). 

5) Un mur (dans un appartement) est l'enclos de deux germes de cloisons de 
quartier ; ainsi les appartements contenant un mur sont isomorphes et la notion de mur 
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est intrinseque dans une masure. De meme pour un demi-appartement qui est l'enclos 
d'un germe de quartier et d'un germe de cloison de quartier. 

6) Dans le cas fini, tout appartement A est muni d'une metrique euclidienne 
&Ai Wa~ invariante. De plus on a vu (1.11.5) qu'une facette-fermee est un germe de 
cheminee evasee, une masure affine verifie done dans ce cas les trois axiomes habituels 
des immeubles (cf. [Tits- 74] ou [Brown-89] dans le cas discret et [Rousseau-08] dans le 
cas affine general) : 

(10) Tout A G A est un appartement euclidien. 

(11) Deux facettes sont toujours contenues dans un meme appartement. 

(12) Si A et A' sont deux appartements, leur intersection est une reunion de facettes 
et, pour toutes facettes F, F' dans An A', il existe un isomorphisme de A sur A' fixant 
les facettes- fermees F et F' . 

En particulier la propriete de Bruhat-Iwahori est verifiee. 

Definitions 2.3. La masure affine Z est dite ordonnee si elle verifie l'axiome 
supplementaire suivant : 

(MAO) Soient x,y deux points de Z et A, A' deux appartements les contenant ; si 
x <a U, alors les segments [x,y]A et [x, y\A' dermis par x et y dans A et A' sont egaux. 

La masure affine X est dite epaisse si toute cloison de X est dominee par au moins 
trois chambres. 

Tous les qualificatifs qui s'appliquent a A s'appliquent aussi a X, e.g. semi-discret, 
discret, dense, sans imaginaire, dimension, rang (vectoriel), type fini, type classique, ... 
Remarques : 1) La seconde definition est habituelle. La premiere est une condition 
de "convexite preordonnee" des intersections d' appartements. On verra au § 5 qu'elle 
permet de definir des preordres globaux sur X. 

2) Evidemment une masure X de type A est munie d'une structure naturelle Xr de 
masure de type Am (cf. 1.6.1), il suffit de rajouter tous les murs fantomes a la structure. 
Mais Zr ne peut etre epaisse (sauf si M. = Mm). II n'est pas sur que cette masure de 
type A puisse etre munie (comme on l'espere) d'une structure de masure de type A sl 
ou (sans imaginaire). 

2.4. Exemples 

1) Soit Z l'immeuble de Bruhat-Tits d'une donnee radicielle valuee (au sens 
de [Bruhat-Tits-72]) que l'on munit de son systeme canonique A d'appartements. 
L'appartement temoin A est un appartement affine relevant du cas classique (done 
fini) de 1.2.1 (sans imaginaire). D'apres [Bruhat-Tits-72; 6.2.11] on peut supposer que 
la donnee radicielle est generatrice et que l'image du groupe iV de cette donnee dans le 
groupe affine de A est notre groupe W. De plus pour ^ O C A, le groupe Uq defini 
dans loc. cit. fixe le filtre c/(0), meme avec notre definition plus restrictive d'enclos. 
Ainsi [I.e. ; 7.4.8 et 7.4.9] montre que l'intersection A D A' de deux appartements A, A' 
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est close (meme pour notre definition plus restrictive) et que A et A' sont isomorphes par 
un isomorphisme (au sens de 1.13) fixant cette intersection. On en deduit les axiomes 
(MAI), (MA2), (MA4) et (MAO). Le theoreme 7.4.18 de loc. cit. montre Paxiome (MA3) 
dans les cas impliquant des facettes ou des germes de quartier. Cependant les cheminees 
n'interviennent pas dans loc. cit. Les resultats manquants pour Paxiome (MA3) sont 
demontres dans [Rousseau- 77], voir aussi [Rousseau-01]. 

Un immeuble affine irreductible, de dimension > 3 et muni d'un systeme 
d'appartements verifiant les axiomes de [Tits-86], est associe a une donnee radicielle 
valuee, mais en un sens qui peut etre plus general que celui de [Bruhat-Tits-72]. On 
n'est done sur d'obtenir une masure affine que dans un nombre plus restreint de cas. 
Mais la demonstration de [Rousseau-77] devrait pouvoir etre adaptee a ce cadre, comme 
elle Pa ete ici pour les groupes de Kac-Moody, cf. 6.7. 

Un immeuble affine simplicial (i.e. discret) muni de son systeme complet d'apparte- 
ments est une masure affine ordonnee. L'essentiel des resultats se trouve dans les 
references classiques : [Brown-89], [Garrett-97] , [Ronan-89], [Scharlau-95] ou [Weiss-08]. 
Les resultats manquants sur les cheminees sont dans [Charignon]. 

Les immeubles affines de [Tits-86] ont ete revisites par Anne Parreau [2000], voir 
aussi [Kleiner-Leeb-97] . Si on les munit de leur systeme complet d'appartements, il 
est vraisemblable que Pon puisse demontrer que deux demi-droites sont (quitte a les 
raccourcir) contenues dans un meme appartement. Joint aux resultats connus, ceci 
montrerait qu'un tel immeuble affine est une masure affine ordonnee. 

On obtient ainsi de nombreux exemples de masures affines ordonnees epaisses de 
type classique (qui sont aussi des immeubles). Mais ceci ne donne pas de nouveaux 
objets. 

2) Soit G un groupe de Kac-Moody sur un corps K, au sens minimal ("algebrique") 
de [Tits-87] . Ce groupe est muni d'une donnee radicielle generatrice de type un systeme 
de racines reelles $ de Kac-Moody (i.e. comme en 1.2.1) [Rousseau-06 ; 1.4]. Si K est 
muni d'une valuation reelle u non triviale, la donnee radicielle de G est naturellement 
munie d'une valuation [Rousseau-06 ; 2.2] et on peut definir un appartement affine A 
correspondant (voir [Gaussent-Rousseau-08 ; 2.2] pour u discrete, mais le cas general 
est semblable) ; cet appartement est moderement imaginaire. 

Si G est symetrisable, si la valuation uj de K est discrete et si le corps residuel 
contient C, on construit dans [Gaussent-Rousseau-08] une masure (hovel) sur laquelle le 
groupe G agit. Cette masure n'est en general pas un immeuble, faute de satisfaire 
Paxiome (II), i.e. la propriete de Bruhat-Iwahori. C'est en fait (au moins sous la 
condition (SC) de 6.1) une masure affine ordonnee epaisse, mais certaines des proprietes 
exigees dans la definition 2.1 ne sont pas prouvees dans loc. cit. Les demonstrations 
manquantes sont regroupees a la fin de cet article (§ 6). 

Malheureusement il n'y a pas encore de construction de masure affine associee a 
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une donnee radicielle valuee quelconque. On l'espere au moins dans le cas present des 
groupes de Kac-Moody pour des corps reellement values quelconques [Rousseau- ?] . 

2.5. Commentaires sur les definitions 

La definition de masure affine adoptee ici est largement inspiree de celle d'immeuble 
de type affine donnee par J. Tits [Tits-86]. Toutes les deux dependent d'un systeme 
d'appartements choisi et font intervenir des elements a l'infini : les quartiers. On a en 
fait ici rajoute Pexigence de proprietes d'autres elements a l'infini, les cheminees definies 
dans [Rousseau-77] . Cela permet de se passer de l'axiome (A5) introduit par J. Tits (ou 
de ses variantes, cf. [Ronan-89 ; appendice 2]). Par ailleurs on raisonne ici avec A plutot 
qu'avec Ar comme dans [Tits-86]. 

Les axiomes presentes ici sont compliques par le fait que beaucoup de cas differents 
sont considered. Je n'ai pas trouve de formulation plus simple qui n'exclurait pas 
l'exemple fondamental de Kac-Moody ci-dessus (2.4.2) et done ne risquerait pas de 
ne s'appliquer qu'a l'ensemble vide (en dehors du cas fini). II fallait en particulier 
eviter d'exiger l'axiome (II) (ou propriete de Bruhat-Iwahori) . Cet axiome me semblant 
fondamental pour les immeubles, j'ai adopte ici le nom de masure. 

J'ai simplement demande dans les axiomes ce que je savais sur les masures de 
[Gaussent-Rousseau-08] . Les resultats qui vont suivre semblent legitimer ce choix et 
il ne semble pas y avoir d'hypothese inutile. J'ai cependant choisi de separer l'axiome 
(MAO) : il ne fait intervenir que des elements a distance finie et pourrait d'ailleurs peut- 
etre s'averer consequence des autres axiomes. Les proprietes specifiques des masures 
affines ordonnees sont abordees dans le 5 5. 



La definition de masure affine donnee ici est precise. La notion generale de masure 
("immeuble sans l'axiome II") est beaucoup plus vague. II existe cependant au moins 
un autre exemple interessant : [Broussous-04] . 

Les masures, comme les immeubles, sont des exemples d' espaces couverts, e'est 
a dire d'ensembles munis d'un recouvrement par des sous-ensembles (appartements 
ou plats) tous isomorphes par " suffisamment d'isomorphismes" . C'est aussi le cas des 
espaces riemanniens symetriques munis des plats (maximaux) ; dans ce cas (de maniere 
analogue a l'axiome (II) des immeubles) deux points sont toujours contenus dans un 
meme plat. Des exemples ne verifiant pas cette propriete, done plus proches des masures, 
semblent a chercher parmi les espaces pseudo-riemanniens symetriques. 

2.6. Retractions 

Soit un germe de cheminee evasee pleine dans un appartement A d'une masure 
affine I. 

Pour x G X, choisissons un appartement A x contenant et x (MA3). II existe alors 
un isomorphisme cp : A x — > A fixant £H. Si <p et cp' sont deux tels isomorphismes, tp~ x otp' 
est un automorphisme de A x fixant la cheminee pleine 9% c'est done l'identite (1.11.2) 
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et (p est unique. De meme d'apres (MA4) <p(x) ne depend pas du choix de Pappartement 
A x . On peut done definir Pa,m(x) = <fi(x) 

L'application pa,w. :X A est une retraction de X sur A. Elle ne depend que de A 
et ; on l'appelle la retraction de X sur A de centre !K. 

Si A' est un autre appartement contenant on a evidemment pa',% = V 7 ° P-4,sk ou 
^ est l'unique isomorphisme de A sur A' fixant !K. Ainsi, a isomorphisme unique pres, 
PA,m ne depend que de 91. 

Remarque : Dans le cas fini, on retrouve ainsi les retractions bien connues (d'immeubles 
affines) de centre des chambres ou des germes de quartier. Mais on a aussi des 
retractions de centre des germes de cheminees pleines. En fait celles-ci sont des chambres 
des differents immeubles affines intervenant dans la compactification de Satake de 
l'immeuble (cf. §4). 

Proposition 2.7. 

1 ) Soient d\ un germe de cheminee evasee et x,y deux points dans un appartement A 
d'une masure affine verifiant x <a y- H existe une subdivision zq = x, zi, . . . , z n = y du 
segment [x, y\A et des appartements Ai, . . . , A n tels que, pour 1 < i < n, Vappartement 
Ai contienne et le segment [zi-±, zi\a- 

2) Soient F une facette ou un germe de cheminee solide et$,$' deux germes de faces 
de quartier spheriques dans une masure afEne X. On suppose qu'il existe un appartement 
A de X contenant $ et et que, dans cet appartement, $ et ont meme direction. 
Alors il existe dans A des germes de faces de quartier (spheriques) de meme direction 
do = ■ ■ ■ ,$n = $' e t des appartements Ai, . . . ,A n tels que, pour 1 < i < n, 
Vappartement Ai contienne di-i, $i et F. 

N.B. a) Bien sur, dans l'enonce ci-dessus ont peut remplacer facette par facette-locale, 
facette-fermee, point ou germe de segment preordonne ; germe de cheminee solide ou 
evasee par germe de face de quartier spherique ou demi-droite generique et face de 
quartier spherique par demi-droite generique. 

b) On sait de plus (MA4) que le fait d'avoir meme direction ne depend pas 
de Pappartement contenant les deux faces de quartier spheriques ou demi-droites 
generiques. 

Demonstration. Les preuves des deux resultats sont tres proches. De plus la premiere 
preuve est essentiellement celle de [Gaussent-Rousseau-08 ; sect. 4.4]. On ne fait done 
que la seconde preuve. 

Notons f = X- + F v et f = x + + F v des representants de $ et 5' dans A. Le cas ou 
F v = Vq ne correspond a des faces de quartier spheriques que dans le cas fini et releve 
de la partie 1). On peut done supposer que F v contient une demi-droite generique S 
d'origine dans V. 

Quitte a remplacer x+ par x + + £ (et done f par une raccourcie) pour £ grand 
dans 5, on peut supposer X- <a x+ ou X- >a x + . Pour z G [x, y]A, Pensemble 
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tf = cIa([z,x±) + F v ) (si z 7^ x±) est une cheminee evasee. D'apres (MA3) il existe un 
appartement Af contenant F et un raccourci tf +£f = cIa([z, x±) + + F v ) pour £f 
assez grand dans 5 ; cet appartement contient en fait une bande [z, z + ef(x± — z)} + 
+ F v pour ef > petit. Mais [z + e~ (x- — z), z + et( x + ~ z )\ es ^ un voisinage 
de z dans qui est compact. On peut done recouvrir par un nombre 

fini de tels intervalles : il existe une subdivision zq = X-, z±, . . . , z n = x + de x+], 
des appartements A±, . . . , A n et des elements £i, . . . , £ n G 5 tels que, pour 1 < i < n, 
l'appartement A^ contient F et Xi]+^i+F v . II suffit alors de poser f i = Xi+£i+F v 

(on peut meme supposer tous les £, egaux). □ 

Corollaire 2.8. Dans la situation de 2.6 la retraction p = pa,^ est " croissante" . Plus 
precisement, si x et y sont deux points d'un appartement A' tels que x <a> y, l'image 
par p du segment [x, y\A> est une ligne brisee [pzo, pz{\ U [pzi, pz^ U . . . U [pz n -i, pz n ] 
avec pzo = px, pz n = py, pzi-i <a pzi (pour 1 < % < n) et done px <a py- Le meme 

o 

resultat est valable pour la relation < . 

N.B. Pour les masures affines preordonnees on verra au § 5 que les differentes relations 

o 

<A ou <a se recollent en une relation de preordre sur X; ceci donne un sens plus 
habituel au qualificatif " croissante" . 

Demonstration. C'est une consequence immediate de la proposition et du fait que les 
isomorphismes d' appartements echangent les relations de preordre (1.13). □ 

Proposition 2.9. 1) Soit D un demi-appartement de la masure affine X et M = dD 
son mur (i.e. son bord). On considere une cloison F dans M et une chambre C de X 
dominant F. II existe alors un appartement A de X contenant D et C. 

2) Soient D et Di deux demi-appartements de X dont V intersection est reduite au 
mur bordant chacun d'eux : M = DnDi = dD = dDi. Alors DUDi est un appartement 
de X. 

Demonstration. 1) Soit f = x + F v une cloison de quartier contenue dans M de 
sommet x e F. II existe un appartement A\ contenant C et le germe 5 de f, done aussi 
cl(F U $) D F + F v . On note r = r(C, F v ) et 91 son germe (dans Ax). II est clair que 
cl(F U 91) D r D C. Soit f = x — F v la cloison de quartier dans M de sommet x et de 
direction opposee a f. On note q' le quartier de D de sommet x tel que f C q'. II existe 
un appartement A2 contenant son germe H' et !H D 5- Ainsi D = cl($ U 0') est dans 
A2 qui contient aussi cl(F U 9t) D C. 

2) Soit x G M, on choisit f, f (c M) et q' (c D) comme ci-dessus. 

Soit fx C D\ \ M une cloison de quartier de meme direction que f et A\ un 
appartement contenant les germes £3' et #1 j montrons que A\ contient $ (et done 
D = cl(Q.' U $)). On se ramene par recurrence, grace a 2.7.2, au cas ou £3', $ et ^1 sont 
dans un meme appartement A 2 . Si, dans A 2 , $ C cl(Q.' U 5i) le resultat est evident. 
Sinon C c/(0' 11$) = D, c'est absurde d'apres l'hypothese D n D x = M. 
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Soit maintenant q 1 le quartier de Di de sommet x tel que f C qj. II existe un 
appartement As contenant les germes 0' et 0i ; il contient done une cloison de quartier 
f 1 C D\ \ M de meme direction que f. D'apres l'alinea precedent As contient $ et meme 
D. Ainsi A3 contient D\ = cl{$ U Hi). Finalement D U D\ C A3 et on a egalite car, 
dans un appartement, un mur ne borde que deux demi-appartements. □ 

Corollaire 2.10. Si la masure X est epaisse, un demi-appartement est V intersection de 
deux appartements. 

Consequence. Ainsi dans une masure epaisse un sous-ensemble clos d'appartement est 
une intersection d'appartements. Par contre on n'est pas sur que l'intersection de deux 
appartements soit close. 

Remarque. On dit qu'un mur est epais si tout demi-appartement qu'il borde est 
intersection de deux appartements. On va montrer qu'un mur est epais si (et seulement 
si) une (resp. toute) cloison qu'il contient est epaisse i.e. dominee par au moins trois 
chambres. 

Demonstration. Soit D un demi-appartement dans un appartement Ai de X. On 
choisit une cloison F = F(x, F v ) (avec F v cloison vectorielle) dans le mur M bordant 
D. On note C (resp. C±) la chambre de A\ dominant F contenue dans D (resp. A\ \ D). 
Par hypothese il existe une chambre C2 dominant F differente de C et C\. D'apres la 
proposition il existe un appartement A2 contenant D et C2 ; montrons que D = AiC\A2- 
Sinon il existe y dans (Ai n A2) \ D. Calcule dans A±, l'enclos de {y} U germ^x ± F v ) 
contient une cheminee raccourcie de = t(Ci, ±F V ). Ainsi A\ fl A2 contient les germes 
%K , 9\~ et done leur enclos : Ai fl A2 contient l'espace de A\ compris entre M et un 
mur de A\ \ D parallele a M. On en deduit aussitot que A\ fl A2 contient Ci, ainsi A2 
contient trois chambres distinctes C, C\ et C2 dominant F, e'est absurde. □ 

§3. Parallelisme et immeubles jumeles a l'infini 

On considere une masure affine X 
Definitions 3.1. 

Soient f et f ' deux faces de quartier spheriques, il existe un appartement A contenant 
les germes correspondants £ et 5'- 

On dit que f est parallele a f (note f || f) si 5 et £' ont meme direction dans A, i.e. 
on peut ecrire J = germ QO (x + F v ) et 5' = germ 00 (y + F v ) dans A. 

On dit que f et f sont de directions opposees (ou opposees pour abreger) (note 
f opp f) si on peut ecrire $ = germ 00 (x + F v ) et $ = germ QO (y — F v ) dans A. 

On dit que f domine f (note f > f) si on peut ecrire $ = germ QO (x + F v ) et 
$ = gerniooiy + F' v ) dans A avec F' v C F~". 
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Remarques. a) Comme A est unique a isomorphisme fixant # et #' pres, ces definitions 
ne dependent pas du choix de A et bien sur elles ne dependent que des germes. 

b) Si f est parallele a f ou domine f (resp. est opposee a f), les deux faces de 
quartier ont meme signe (resp. des signes opposes). 

c) Pour les quartiers, q est parallele a q' si et seulement si £2 = £2'. 

d) Ces definitions et la proposition suivante sont aussi valables pour les demi-droites 
generiques. On pourrait aussi parler de parallelisme et opposition entre un germe de 
segment preordonne et un germe de demi-droite generique, cf. [Rousseau-01]. 

Proposition 3.2. 

1) Le parallelisme est une relation d 'equivalence sur les faces de quartier spheriques. 

2) La domination est un preordre (partiel) sur les faces de quartier spheriques 
qui est compatible avec le parallelisme. Plus precisement le parallelisme est la relation 
d 'equivalence associee a ce preordre. 

On a: f > f & 3 f[ , f[ \\ f , f[ C f & 3 f t , f, || f , f C fx 

3) L'opposition est symetrique et compatible avec le parallelisme et la domination : 
on a : f x || f opp f \\ f[ f 1 opp f[ , f opp f > f & 3 fi, f > f[ opp f" 

et foppf<f ^3fi, f Kfroppf . 

Demonstration. 

Soient f, f et f" trois faces de quartier spheriques telles que f || f" et f || f (resp. 
f > f , f < f , f opp f), il est evident que f || f" (resp. f > f", f < f", f opp f) si les trois 
germes sont situes dans un meme appartement. Mais la proposition 2.7 permet de se 
ramener a ce cas par recurrence ; on a done la conclusion en general. 

On vient done de prouver 1) et la compatibilite de la domination ou de l'opposition 
avec le parallelisme. La symetrie de l'opposition est claire. 

Pour la derniere assertion de 2), on peut done remplacer f (ou f) par une face 
de quartier parallele f x (ou f[) de meme origine et dans un meme appartement que f 
(ou f) et alors les equivalences annoncees sont claires. La preuve de la transitivite de la 
domination se ramene de meme au cas facile de trois faces de quartier de meme sommet. 
On a egalement f || f f > f et f > f ; d'ou la preuve complete de 2). 

Pour les deux dernieres assertions de 3), si f opp f > f" (resp. f opp f" < f ), on peut 
supposer f et f dans un meme appartement A puis, quitte a raccourcir f, remplacer f" 
par une face de quartier parallele, de meme sommet et dans un meme appartement que 
f. On a alors f C f et les trois faces de quartier sont dans un meme appartement. Les 
resultats annonces sont alors evidents. □ 

3.3. Consequences 

1) La classe d'equivalence d'une face de quartier spherique f de germe 5 est appelee 
sa direction f°° = 5°°- La direction d'une cheminee (ou d'un germe de cheminee) evasee 
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est la direction d'un germe de face de quartier de dimension maximale qu'il contient. 
Ces notions coincident avec les notions de direction dans un appartement 

Les directions de faces de quartier spheriques, aussi appelees facettes a I'infini, 
forment un ensemble X°° reunion de deux sous-ensembles : X + °° (resp. X _ °°) est 
l'ensemble des directions de faces de quartier spheriques positives (resp. negatives). 
Ces deux sous-ensembles sont confondus dans le cas fini et disjoints dans les autres cas. 

On notera que la masure Xr (cf. 2.3.2) fournit les memes ensembles de facettes a 
I'infini : = J°° et X±°° = J ±0 °. 

2) La domination induit un ordre (partiel) sur X°°, qui ne melange pas X et 
X~°° (s'ils sont disjoints). La face f est un quartier (resp. une cloison de quartier) 
si et seulement si f°° est maximale (resp. maximale parmi les facettes a Pinfini non 
maximales) ; on dit alors que f°° est une chambre a I'infini (resp. cloison a I'infini). 

3) A un appartement A on associe I' appartement a I'infini A°° = A + °° U A~°° , ou 
A + °° (resp. A~°°) est l'ensemble des classes de faces de quartier spheriques positives 
(resp. negatives) dont un representant est dans A. Par definition des relations, A + °° 
(resp. A~°°) est isomorphe a l'ensemble ordonne des facettes vectorielles spheriques 
positives (resp. negatives) de V(A) i.e. de T°(A) (resp. —T°(A)). Par ces isomorphismes 
l'opposition correspond a F v i— > — F v et induit done une bijection croissante de A +oa 
sur A' 00 . 

II n'est pas clair (pour l'instant, cf. 3.9) que l'application A i— > A + °° ou Ah A~°° 
soit injective ; par contre A i— > A°° l'est (par convexite). 

4) Si M est un mur (resp. D est un demi-appartement) de l'appartement A de 
X, l'ensemble M°° (resp. D°°) des classes de faces de quartier spheriques dont un 
representant est dans M (resp. D) est, par definition, un mur (resp. demi-appartement) 
a I'infini (dans A°°) appele direction de M (resp. D). De meme M ±OG = M°° fl X ±oc 
(resp. D ±ao = D°° fl X ±oc ) est un mur (resp. un demi-appartement) dans A ±OQ . Deux 
murs paralleles (resp. deux demi-appartements inclus l'un dans l'autre) donnent le meme 
mur (resp. demi-appartement) a I'infini. On peut parler de M°° et D°° meme pour M 
et D fantomes (1.6.1). 

Si M = M(a,k) (resp. D = D(a,k)), M ±oa (resp. D ±0 °) s'identifie au "mur" 
±T°(A)nKer{a) (resp. au " demi-appartement" ±T°(A)nD(a)) dans ±T°(A) C V(A). 

Theoreme 3.4. L'ensemble X + °° muni de sa relation d'ordre et de l'ensemble A +co de 
ses appartements a I'infini A +0 ° (pour A e A) est un immeuble combinatoire de type 
W v . Si la masure X est epaisse, alors l'immeuble X + °° est epais. 
Remarques. a) On a le meme resultat avec — oo. 

b) A proprement parler X + °° n'est pas un complexe simplicial puisque dans 
l'adherence d'un quartier on ne garde que les faces spheriques. On a cependant bien 
toutes les chambres et cloisons du complexe. II parait done opportun d'adopter (ci- 
dessous) le langage des systemes de chambres. 
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c) D'apres la derniere assertion de 3.3.1 et la remarque 2.3.2, rimmeuble X peut 
etre epais sans que X le soit. De plus, comme il y a une infinite de murs paralleles, 
la demonstration ci-dessous prouve que, quand X est epaisse, une cloison a Pinfini est 
dominee par une infinite de chambres a l'infini. 

d) D'apres 2.7.2 une retraction p de centre un germe de cheminee evasee pleine 
positive D\ est compatible avec le parallelisme et est done definie sur X ±oc . Si m est un 
germe de quartier, cette retraction coincide sur X + °° avec celle deduite de sa structure 
d'immeuble et sur X -00 avec celle deduite de la structure d'immeuble jumele sur X°°, 
cf. 3.7. 

e) L'ensemble des classes de parallelisme de demi-droites positives generiques est 
une realisation geometrique de X + °° : a (x + on associe l'ensemble des directions 
des demi-droites x + IR + £ pour £ G F v . 

Demonstration. 

Verifions les axiomes des immeubles comme enonces en 2.2.6 ou, de maniere plus 
appropriee aux immeubles combinatoires, dans [Brown-89 ; 4.1] ou [Remy-02 ; 2.4.1]. 
Chaque appartement A +oa est le complexe de Coxeter associe a W v , puisqu'il est 
isomorphe a l'ensemble ordonne des facettes (spheriques) de T°{A), d'ou (10). Les 
axiomes (II) et (12) sont des consequences immediates des axiomes (MA3) et (MA4). 

Soit f°° une cloison de X +oc et f = x + F v une cloison de quartier de X corre- 
spondante. On peut supposer que f a pour support un (vrai) mur M d'un appartement 
A\. Si la masure X est epaisse, on a construit en 2.10 un second appartement A^ tel 
que D = A\ n A^ est l'un des deux demi-appartements de A\ borde par M. Notons q 
(resp q l5 q 2 ) le quartier de D (resp. A\ \ D, A^ \ D) de sommet x contenant f dans son 
adherence ; f°° est bien dominee par les chambres a l'infini q°°, qj° et q^°. Si f = x — F v , 
on a cl(& U O) = D, cl(& U 0i) = A 1 \D et c/(5 r ' U 2 ) = M \ D ; done les trois cham- 
bres a 1'infini q°°, qj° et q£° sont bien distinctes. □ 

3.5. VF^ -distance 

W v est le groupe de Weyl vectoriel de A ; son systeme de generateurs canonique 
S est associe a la chambre fondamentale CJ de A. La W v — distance sur les chambres 
vectorielles de A est done donnee par d^.(wCJ,w'CJ) = w~ 1 w\ elle est invariante par 
Paction de W v . On a d\{C%, CI) G S U {1} si et seulement si C\ et C% sont adjacentes 
i.e. dominent une meme cloison vectorielle. 

Soient 0i et 02 deux germes de quartiers positifs et A un appartement les 
contenant; on note 0j = germ 00 (x + Cf) dans A. Si / e Isom(A, A), on definit 
df(0i,0 2 ) = /"HQ)) ; un autre choix de / est de la forme / 

o w pour 

w G W v , done d^w- 1 /- 1 ^)^- 1 /- 1 ^)) = ), /"HQ )). ainsi d + ne 

depend pas du choix de /. Par ailleurs deux choix de A different par un isomorphisme 
fixant 0i et 02, done d+(0i, O.2) ne depend pas de A ; e'est la W v — distance <i+(0i, 02 ) 
de 0i et 02 dans X + °°. 
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Comme cette W v — distance est associee a un immeuble, elle verifie les axiomes 
des W v — distances, cf. [Remy-02; 2.3]. La verification directe est facile et laissee au 
lecteur : le premier axiome est clair ; pour le troisieme il suffit de choisir les germes de 
quartier x, y et z dans le meme appartement ; quant au second on peut s'inspirer de la 
demonstration de 3.7 ci-dessous. 

On a bien sur les memes resultats dans X~°° : pour des germes de quartiers negatifs 
et avec les notations ci-dessus on pose : gL(Hi,H 2 ) = d+(— f~ x {C\), — / _1 (C 2 ))- 

3.6. Codistance 

Soient Hi et H 2 deux germes de quartier de signes opposes (s\ et e 2 = — £1), A un 
appartement les contenant et / G Isom(A, A) ; on note Hi = germ 00 (x + Cf) dans A 
et f~\Cf) = EiWiCJ pour w z G W v . 

On definit alors d*(Hi,H 2 ) = d ei (C%, -C\) = d e2 (-C?,C%) = w± 1 w 2 . 
Pour les memes raisons qu'en 3.5, cette definition ne depend pas des choix effectues ; on 
dit que d* est la codistance dans X°°. 

Deux germes de quartiers (de signes differents) sont opposes dans X si et seulement 
si leur codistance est 1. Deux germes de faces de quartier spheriques J et sont opposes 
si et seulement si, pour tout germe de quartier £3 dominant il existe un germe de 
quartier H' oppose a H dominant et inversement en echangeant $ et On peut 
done traduire Popposition par des codistances. 

Cas fini : Supposons W v fini et notons w son element de plus grande longueur. Alors 
J + °° = J -00 = J°° est un immeuble spherique et on retrouve done bien le classique 
immeuble spherique a l'infini de l'immeuble affine X. 

On a defini trois "distances" sur l'ensemble des germes de quartiers. Pour tous 
germes de quartiers Hi, H 2 on a : gL(0i,0 2 ) = w d + (Q 1 , 02)^0 et d^(0.i, CI2) = 
w cL|_(Hi, O.2) (resp. <i + (0i, 02)^o) si on considere Hi dans J~°° et H 2 dans J + °° 
(resp. l'inverse). On retrouve les formules de [Tits-92 ; prop.l] a condition d'echanger 
wod+ et d+wo dans ces formules (ce qui semble necessaire dans I.e. ) ; ainsi dans ce cas 
d* est le jumelage naturel de X°° avec lui-meme. 

Le theoreme qui va suivre est done une generalisation naturelle de ce cas connu. 
A Tinfini de la masure affine on trouve un immeuble jumele a la place de l'immeuble 
spherique a l'infini d'un immeuble affine. 

Theoreme 3.7. La codistance d* definit un jumelage des immeu bles (J +00 ,rf+) et 
Demonstration. 

Le premier axiome des jumelages (cf. [Tits-92 ; 2.2] ou [Remy-02 ; 2.5.1]) est 
clairement verifie. Le troisieme est aussi facile : il suffit de choisir tous les germes de 
quartier dans un meme appartement. Pour le second, soient Hi G X~°° et H 2 , H3 G J + °° 
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des germes de quartier tels que : <i*(0i,02) = w E W v et <i+(02,03) = s e S, 
avec £(ws) = £(w) — 1. Soit A un appartement contenant 0i et 02 ; on note 0i = 
germoo(x + C\ ) et 02 = germ 00 (x + ) dans A. On choisit une isometrie de A sur A 
qui identifie CJ avec — C\ et done avec tuCJ. Comme £(ws) = £(w) — 1, le mur M w 
support de la cloison F v de C2 de type {s} separe de CJ = — Cj\ Ainsi C\ et C2 
sont du meme cote de dans A et C2 C c/(C|' U F v ) : tout appartement contenant 

01 et 5 = germ 00 (x + F v ) contient 02- Grace a la proposition 2.7 on voit facilement 
que e'est encore vrai si on remplace $ par un germe de cloison de quartier parallele. 
Mais <i + (02,03) = s, done les cloisons de type {s} de deux quartiers quelconques q 2 
et q 3 , de germes 02 et 03, sont paralleles. Ainsi tout appartement A' contenant 0i et 
03 contient 02 ; dans cet appartement le calcul des codistances et distances est facile 
et donne le resultat attendu : <i*(0i,03) = ws. □ 

3.8. Consequences On suppose la masure X epaisse. 

1) La construction d'un immeuble (combinatoire) epais X ±oc de type W v implique 
des limitations sur W v . Si J C /, on sait construire a partir de J ±OG un residu qui 
est un immeuble epais de type W V (J) [Ronan-89 ; III 3.5]. Les limitations connues sur 
les groupes de Coxeter des immeubles epais spheriques (cf. [Tits- 74 ; addenda], [Tits- 
Weiss-03 ; 40.3 et 40.22] ou [Weiss-03 ; sect. 12.3]) montrent done que le diagramme de 
Coxeter de W v ne peut contenir de sous-diagramme de type H 3 ou H 4 . Par contre il 
n'y a, a priori, pas de limitation sur les coefficients de la matrice de Coxeter de W v , cf. 
[Ronan-89 ; exercice 3.21]. 

2) D'apres [Tits-92 ; 5.6 cor. 3] et [Muhlherr-Ronan-95 ; (4) p 73], le jumelage entre 
J + °° et J _ °° montre que, si tous les coefficients de la matrice de Coxeter sont finis (cas 
2— spherique), tous les 2— residus (sauf peut-etre ceux facteurs directs) sont de Moufang. 
On obtient alors plus de limitations sur W v : d'apres [Tits- 74 ; addenda] et [Tits-Weiss- 

02 ; 17.1] les coefficients de la matrice de Coxeter de W v ne peuvent etre que 1, 2, 3, 
4, 6 ou 8 (puisqu'on a exclu 00), si l'on suppose de plus toute composante connexe du 
diagramme de Coxeter de cardinal au moins 3. Cela ne differe done du cas Kac-Moody 
que par la possibilite du nombre 8. 

On peut ameliorer legerement ce resultat. II est clair que deux residus opposes de 
X°° de type J G I (cf. [Muhlherr-99 ; 6 p 135]) forment un immeuble jumele de type 
W V (J). Ainsi tous les sous-diagrammes (du diagramme de Coxeter de W v ) connexes, a 

3 sommets et sans coefficient 00 ne comportent que les coefficients 3, 4, 6 ou 8. 

3) Si le diagramme de Coxeter de W v est connexe, sans coefficient 00 et si |/| > 3, 
on sait done que tous les 2— residus de X ±oc sont de Moufang. L'immeuble jumele X°° 
est alors lui-meme de Moufang [Abramenko-Brown-08 ; prop. 8.27]. D'apres [Tits-92; 
4.3 prop. 7] il existe alors un groupe G d'automorphismes de X°° qui est muni d'une 
donnee radicielle "jumelee" de type W v (qui generalise la notion de donnee radicielle 
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de type $ de [Rousseau-06 ; 1.4] deja signalee en 2.4.2). De plus cette donnee radicielle 
determine entierement l'immeuble jumele X°° [Tits-89 ; 8.1]. 

La classification des immeubles jumeles epais de Moufang est assez largement 
connue dans le cas 2— spherique (i.e. quand tous les coefficients de la matrice de Coxeter 
de W v sont finis) : cf. [Tits-92], [Muhlherr-Ronan-95] et [Muhlherr-99-02] . 

3.9. Appartements jumeles 

Les appartements admissibles de (X ±00 ,<i±) ou les appartements jumeles de 
(X°°, d±, d*) sont associes aux paires de chambres a l'infini (i.e. de germes de secteurs) 
opposees, cf. [Remy-02 ; 2.5.2]. Si on note A Pappartement (unique) contenant deux 
germes de quartier opposes + et 0~, le lemme 3.10 suivant, compare a la definition de 
I.e. , dit que les appartements admissibles (resp. Pappartement jumele) associes a + 
et 0~ sont A ±ao (resp. A°° = A+°° U A~°°). 

Inversement tout appartement A G A est Penveloppe convexe de deux germes de 
quartier opposes + et 0~ ; done A ±0 ° est un appartement admissible de X ±OG et A°° 
un appartement jumele de X°°. D'apres [Abramenko-96 ; lemme 2iv p. 24] Pappartement 
admissible A + °° (resp. A~°°) determine entierement son jumeau A~°° (resp. A +oa ). 
On a done des bijections canoniques entre Pensemble A des appartements de X, les 
ensembles A ±0 ° d'appartements de X ±oc et Pensemble A* des appartements jumeles de 
X°°. 

Lemme 3.10. Soient + G X + °°, 0~ G X"°° deux germes de quartier opposes et A un 
appartement les contenant. Pour tout germe de quartier positif 0' , on a : 

d + (0. , H') = d*(Q.~ , £j') si et seulement si 0' est contenu dans A. 
Demonstration. Si O' C A, la relation est evidente par construction. Supposons 
inversement que d + (£l + ,£l') = ^(0",0 ; ) = w. Soit £3 = & + , Hi, . . . , Q n = O.' 
une galerie minimale de germes de quartiers dans X + °° (done n = £(w)). Si O.' <f. A, 
soit % le plus petit entier tel que 0.i C A et 0.i+i (£ A. La retraction p = Pa,q~ 
conserve les codistances a 0~ done <i*(£2 _ , p(0')) = w - P ar ailleurs, si {s} est le type 
du germe de cloison de quartier $ domine par 0j et et si 0.' i+1 est le germe 

de quartier de A adjacent a 0; le long de J, on a d + (0j,0 i+ i) = <i + (£2j, 0- +1 ) = 
d+(£2; +1 ,£2 i+ i) = s; ^(n-,0,) = rf+(0+,0 l ) = W; G PF U ; 4(0",0^ +1 ) = 
(i_i_(0 + , 0i + i) = <i+(0 + , 0i+i) = et £(wis) > £(wi) = £(wiss). Le second axiome 
des jumelages nous dit alors que <i*(0 - ,0j+i) = Wi ; done <i*(0 - , p0j+i) = Wi = 
^^(0", 0i) et p0i+i = 0*. La galerie p0o = + , p0i, . . . , p0 n = pO! begaye done et 
ainsi (i + (0 + , pO!) a une longueur strictement inferieure a n, longueur de <i*(0~, pO!) ; 
ceci est impossible dans Pappartement A. □ 



§4. Immeubles microafRnes et arbres a l'infini 



Masures affines 



27 



On considere toujours une masure affine X 

4.1. L'appartement temoin Aj 

Soit J C /. Le quadruplet (V,W V (J), (aij)j e j, (a£)igj) satisfait aux conditions de 

1.1. Son systeme de racines est $j = $ n (0, eJ Rati) = {a G $ a(F"(J)) = {0} } = 
W v (J).{cti \ i E J }. On note Vj = f] ieJ Ker(ai) le support de la facette F V (J). 

On considere l'ensemble M J (resp. Atf) des hyperplans de M. dont la direction 
est de la forme Ker(a) avec a G <£>j (resp. a G A^ m et a(F v (J)) = {0}) ; ils 
definissent une structure d'appartement affine (moderement imaginaire) sur A associee 
a (V, W v ( J), (aii)igj, («i)i 6 j). Tous ces hyperplans sont stables par translation par Vj. 
Ainsi A j = A/Vj est muni de systemes Mj et M. l j d'hyperplans (en bijection avec M J 
et M.{) qui en font un appartement affine essentiel (moderement imaginaire) de groupe 
de Weyl vectoriel W V (J). 

Le groupe W J = W V (J) k Q" c W stabilise M J et commute a Vj. 11 induit done 
un groupe de transformations affines de Aj qui contient le groupe de Weyl Wj de cet 
appartement (et est contenu dans le groupe (Wj)p ; correspondant). 

L'ensemble A(F V (J)) des germes de faces de quartier de A de direction F V (J) 
s'identifie de maniere W J — equivariante a Aj. Un germe de cheminee de A de direction 
dominant F V (J) definit un filtre de parties de Aj dont une base est obtenue comme 
suit : a un element du filtre 9^ on associe l'ensemble des $ G A(F V (J)) = Aj contenus 
dans cet element. Ce filtre est un germe de cheminee de Aj ; si 91 a pour direction 
F V ( J) e'est une facette-fermee de Aj et toutes les facettes-fermees sont ainsi obtenues. 
De meme un germe de face de quartier 5 de direction dominant F v ( J) definit un germe 
de face de quartier (ou un point) de Aj. 

On s'interessera essentiellement au cas J spherique. Alors W V (J) et $j sont finis et 
il n'y a pas de racine imaginaire pour Aj ou A J ; de plus Aj possede un produit scalaire 
IF" (J)— invariant qui en fait un appartement au sens de [Rousseau-08] . Si l'appartement 
A est semi-discret, l'appartement Aj est discret. 

Plus generalement on definit les ensembles A(F V ) et A F v (en bijection canonique 
avec Aj) pour une facette vectorielle F v de type J a la place de F V (J). On dit que 
A(F V ) est la fagade de A dans la direction F v , cf. [Charignon]. 

4.2. L'ensemble J(5°°) 

Soit 5°° une direction de face de quartier spherique (par exemple positive) de type 
J. On note X(5°°) l'ensemble des germes de faces de quartier 5 dans cette direction. 

Soit f = x + F v C A un representant d'un $ G On choisit un isomorphisme 

ip G Isom(A, A) tel que if~ 1 (F v ) = F V (J). L'ensemble A(3°°) des elements de J(5°°) 
contenus dans A est identifie par ip avec A(F V (J)) et done avec Aj. 

Soit £H un germe de cheminee de X de direction dominant 5°° (done evasee) ; 
considerons un appartement A contenant Comme en 4.1 ci-dessus, on peut associer 
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a un nitre de parties de Z($°°) (note 9%°°) contenu dans A($°°) mais independant 
du choix de A. En choisissant ip comme ci-dessus, 9%=° s'identifie a une cheminee de 
l'appartement Aj ; si la direction de 9^ est 5°° alors 9%<» s'identifie a une facette de Aj. 
Remarque. Si J n'est pas spherique, la direction d'une face de quartier f de type J n'a 
pas ete definie ; il est done a priori plus difficile de definir I($°°) qui devrait etre une 
masure affine. 

Proposition 4.3. U ensemble X(5°°) muni de ses facettes 9%°° (pour les germes de 
cheminees (evasees) 91 de direction $°°) et de ses appartements A($°°) (pour A E A 
contenant un $ E X(5°°)) est un immeuble affine de type Aj (au sens de [Rousseau-08] , 
cf. 2.2.6). Cet immeuble est la facade de X dans la direction T°° . 

Remarque. Dans le cas fini et si est la direction de face de quartier minimale 
(i.e. de type J = I), alors X(5°°) est l'essentialise X e de 1'immeuble X, e'est a dire son 
quotient par Vo- 

Demonstration. On a vu ci-dessus que les appartements avec leurs facettes sont 
isomorphes a Aj ; d'ou (10). D'apres l'axiome (MA3) deux facettes 9%°° et 9^oo 
sont dans un meme appartement A($°°), d'ou (II) ; et l'axiome (MA4) dit que cet 
appartement est unique a un isomorphisme fixant ces deux facettes pres. De plus 
l'intersection de deux appartements est une union de facettes d'apres l'axiome (MA2) ; 
d'ou (12). □ 

4.4. L'achevement de Satake de la masure X 

On note X^ + (resp. X M ~) la reunion (disjointe) des X(5°°) pour les directions de 
faces de quartier spheriques positives (resp. negatives) 5°°-Ainsi X M+ (resp. X M_ ) est 
l'ensemble des germes de faces de quartier spheriques positives (resp. negatives) de X. 

L' achievement de Satake I sat de X est la reunion de X, X^+ et X M_ . Dans le cas 
fini X M+ = X M_ contient X e , on se limite au cas essentiel et alors T at = X M+ = X M ~. 
En dehors du cas fini la reunion est disjointe mais cet achevement semble inacheve, on 
aimerait lui adjoindre des masures X(J°°) pour 5°° non spherique. 

l sat est reunion d'appartements A sat = All A^+ U A^~ (pour A E A) oh A^ 
est l'ensemble des germes de faces de quartier spheriques de A, positives ou negatives. 
L'appartement A^ + est isomorphe a la reunion disjointe des Apv pour F v facette 
vectorielle spherique positive de V. En fait est l'appartement temoin de 1'immeuble 
microaffine de [Rousseau-06] dans sa realisation de Satake (i.e. A M+ = A s , cf. [I.e.; 
4.2.1]). 

A un germe de cheminee evasee 91 on associe une facette 9v" situee dans I($°°) oil 
5°° est la direction de 9^. Si 9^ est dans un appartement A, un isomorphisme de A sur 
A identifie 9T a une facette F s de A s (cf. [I.e. ; 4.2.1]). 

On peut done dire que muni de ses appartements A^ + (pour A E A) et de ses 
facettes 9^ M (pour 9^1 germe de cheminee evasee positive) est un immeuble microaffine de 
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type A M+ (i.e. au sens de la realisation de Satake). Aucune definition abstraite n'a ete 
donnee dans I.e. , mais on a les proprietes habituelles suivantes : les appartements sont 
isomorphes a A M+ , deux facettes 91^ et 9^ sont contenues dans un meme appartement 
(cf. (MA3)) et si deux appartements contiennent 9^ et 9^2, ils sont isomorphes par un 
isomorphisme fixant ces deux facettes (cf. (MA4)). 

Dans le cas fini, X M+ est l'achevement de Satake ou achevement polyedral de 
l'immeuble (essentiel) X [Rousseau-06 ; 4.3]. On va le munir d'une topologie qui en 
fait une compactification de X, si ce dernier est localement fini. 

4.5. Topologies sur les immeubles microaffines 

Pour A e A, l'appartement microaffine A^ + est muni d'une topologie [Rousseau- 
06 ; 4.2.4] qui est compacte dans le cas fini. On peut meme definir cette topologie sur 
A^~ U A U A^ + (quand W v n'a pas de facteur direct fini). 

On va "recoller" ces topologies sur les appartements en deux topologies distinctes 
sur Pour £ G X M+ , on doit definir une base de voisinages de 5 dans X M+ ; on va 

meme definir des voisinages dans la reunion disjointe de X et X M+ . 

Soit f = x + F v un representant de 5 contenu dans un appartement A. Le sous- 
groupe Wp v de W V (A) fixant F v est fini, il existe done une base de voisinages ouverts 
de dans Va stables par Wp v . Pour un tel voisinage ouvert U et un £ G F v , l'ensemble 
x + £ + U + F v est un voisinage ouvert dans A de 1' adherence du raccourci x + £ + F v 
de f ; on note &a,u,£ la reunion de cet ensemble et des € qui sont contenus 

dedans. Si maintenant A' est un appartement contenant germ x j r ^(x + £ + F v ), il existe 
un isomorphisme cp de A sur A' fixant germ x +^(x + £ + F v ) qui est unique a W pv pres 
(au maximum) ; ainsi <p(Qa,u,£) ne depend pas du choix de <p, on le note 0,a',u,£- 

La base de voisinages de 5 pour la topologie forte (resp. faible) est formee 
d'ensembles indexes par £, U comme ci-dessus, chaque ensemble etant la reunion des 
Qa',u,£, pour A' un appartement contenant x + £ + F v (resp. germ x j r ^(x + £ + F V )). On 
note X^+ (resp. X£, + ) 1' espace muni de cette topologie. 

Proprietes attendues. Les resultats suivants sont vraisemblables mais non demontres 
ici car non utilises dans la suite. 

1) Pour les deux topologies les appartements sont fermes et munis de la topologie 
de [Rousseau-06; 4.2.4]. 

2) Pour G X +oc et pour les deux topologies, X(5°°) est muni de sa topologie 
naturelle d'immeuble affine euclidien, il est ouvert dans son adherence qui est la reunion 

des J(SH pour^ >r°- 

3) L'ensemble des germes de quartier positifs est discret dans X^ + mais pas dans 

-^w ■ 

4) Dans le cas classique et si X est localement fini, X^ + est la compactification de 
Satake de l'immeuble X, cf. [Landvogt-96] , [Charignon]. 
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4.6. L'arbre associe a une cloison a l'infini 

Dans la suite de ce paragraphe on va s'attacher a generaliser un certain nombre de 
resultats de [Tits-86]. L'un des ingredients essentiels est l'arbre a l'infini associe a une 
cloison de X ±oc : si est une cloison a l'infini de X + °°, c'est a dire une direction de 
cloison de quartier positive, l'immeuble afnne X( $°°) est de dimension 1 (la codimension 
de #°°) done un arbre. 

On a suggere en 4.5 que la frontiere de X(5 r °°) (dans X^ + ou X^ + ) est formee des 
X(0) = {0} pour = 0°° un germe de quartier dominant Si G la 
frontiere de A($°°) est reduite a ) U = {0i,0 2 }, ou 0i et 2 sont les 

deux germes de quartier de A dominant 

Independamment de ces resultats, il est facile de voir que 0i et 02 determinent 
les deux bouts de l'appartement A($°°) de l'arbre X(5°°) : si q { = x + C\ C A est un 
quartier de germe 0j, l'ensemble des germes de cloisons de quartier de A de direction 
5°° et contenus dans est une demi-droite Sf de la droite A($°°) et les demi-droites 
8f, 8% sont opposees. 

Ainsi X(5°°) est un arbre (discret ou non) muni d'un systeme d'appartements dont 
les bouts correspondent bijectivement aux germes de quartiers de X dominant Ce 
systeme d'appartements satisfait aux conditions de [Tits-86] : deux bouts distincts sont 
toujours dans un meme appartement (qu'ils determinent entierement). 

Proposition 4.7. 1) Soient x G X et 5°° G X°°, il existe une et une seule face de 
quartier f dans X de sommet x et direction . 

2) Soient f x et f 2 deux faces de quartier spheriques dans X de meme direction . 
Leurs adherences sont disjointes ou elles ont meme germe. Si de plus elles ont meme 
sommet, elles coincident. 

N.B. On generalise ainsi [Tits-86 ; prop. 5 et cor. 17.4]. 

Demonstration. 1) Soient 5' un germe de face de quartier de direction et A un 
appartement contenant x et . Dans A la face de quartier f de sommet x, parallele a 
5' convient : en effet f°° = Si on a deux solutions f et f", la proposition 2.7 nous 
four nit une suite 5o = , 5i, • • • , $n = -S" de germes de faces de quartier par alleles et 
des appartements Ai,...,A n tels que A, contienne x, di-i et 5i- Tout appartement 
A\ contenant x et ^ contient une unique face de quartier de sommet x et direction 
$°° = $i° ; celle-ci est dans l'enclos de x et fo, done ne depend pas de A[, on la note 
f(ffi). Ainsi on a f = K3o) = f(ffi) = • • • = ftfn) = f" 

2) Soit x G fx H f 2 , les raccourcis de f x et f 2 de sommet x ont meme direction et 
meme sommet, elles sont done egales d'apres 1). Ainsi $i = ^ 2 . □ 

Proposition 4.8. cf. [Tits-86 ; 17.3] 

1) Deux murs (eventuellement fantdmes) de meme direction M°° (cf. 3.3.4) sont 
des hyperplans par alleles d'un meme appartement. 
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2) Soient M°° un mur de X°° et 3°° C M°° une cloison. Alors, pour tout germe de 
cloison de quartier $ de direction il existe un unique mur (eventuellement fantdme) 
My de X de direction M°° contenant Ce mur est un vrai mur si l'enclos de $ est egal 
a son adherence. 

Remarque. Soient M°° un mur de X°° et 3°° C M°° une cloison. Alors, pour tout 
germe de cheminee 91 de direction 5°° et pour toute cheminee assez petite r de germe 
9^, tous les murs My (associes aux germes de cloisons de quartier £ de direction 5°° 
contenus dans r) sont contenus dans un meme appartement (dans la demonstration ci- 
dessous de la partie 2 il suffit de prendre A contenant r et un J~ de direction $~°°). 
On note t + M°° la reunion de ces murs. Quand r varie, les r + M°° engendrent un filtre 
91 + M°° de parties de X (contenu dans l'appartement A). 

Demonstration. 1) Choisissons deux directions de cloison de quartier opposees $ + °° et 
dans M°°. Les murs Mi et M 2 (de direction M°°) contiennent done des cloisons de 
quartier ff 1 representant ces directions. Soit A un appartement contenant les germes 37 
et $2 > u suffit de montrer qu'il contient M\ et M 2 . Faisons le pour M\. La proposition 
2.7 nous fournit une suite 3 — 3i~> 37 • • • > 3n = -St de germes de cloisons de quartier 
paralleles et des appartements A±, . . . , A n tels que A^ contienne $7, di-i et $7 Pour 
tout appartement A' contenant 37 et 37 le mur engendre par $7 ne depend pas de 
l'appartement A' car il est dans l'enclos de 37 et ; on le note M(fo). Grace aux 
appartements A, on a done Mi = M($t = 3o) = M(#i) = . . . = M(£ n = 3^) C A. 

2) On peut supposer 3°° = 3 + °° e X + °°. Notons 3"°° sa cloison opposee dans M°° 
et 3~ un germe de cloison de quartier de direction 5~°°. II existe un appartement A 
contenant 3 et 3~ • Le support M de 3 dans A est un mur eventuellement fantome ; 
e'est un vrai mur si c/(3) = 3- II est clair dans A que M+°° 3 3+°°, M"°° 9 3~°° et 
done que le mur de X°° associe a M est bien M°°. Soit M' un autre mur avec la meme 
propriete. D'apres la partie 1) M et M' sont paralleles dans un meme appartement ; 
comme ils contiennent le meme germe de cloison, ils sont egaux. □ 

4.9. L'arbre etendu associe a un mur a l'infini 

1) Soit M°° un mur de X°°, on note X(M°°) la reunion des appartements A de 
X contenant un mur M de direction M°° (qui sont appeles appartements de X(M°°)). 
D'apres la proposition precedente, X(M°°) est reunion disjointe des murs (vrais ou 
fantomes) de direction M°°. L'ensemble X e (M°°) de ces murs est done un quotient de 
X(M°°). 

Choisissons une cloison 3°° e M°° (e.g. positive) et notons 3 _ °° la cloison opposee 
dans M°° ; en fait M°° est determine par 3°° et 3 °°- La seconde partie de la proposition 
precedente decrit une application bijective de X(3°°) sur X e (M°°). Ainsi X(M°°) est un 
immeuble affine inessentiel dont le quotient essentiel X e (M°°) est l'arbre X(3°°)- Si d\ 
est un germe de cheminee de direction 3°°, on a vu que 9%°° est une facette de X(3°°) 
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(cf. 4.3) ; l'ensemble correspondant de X(M°°) est £H + M°° (cf. remarque 4.8). Quand 
1Z varie, ces ensembles !ER + M°° decrivent done les facettes de l'immeuble X(M°°). 

2) On va mieux identifier les appartements de X e (M°°). II est d'abord clair que 
tout appartement de X(M°°) induit un appartement de X($°°), on a done la propriete 
suivante (axiome (A5) de [Ronan-89 ; appendix 3]) : 

Propriete du Y : Si A±, A 2 et A% sont trois appartements de X tels que chacune 
des intersections AidA 2 , AiHA 3 et A 3 nA 2 soit un demi-appartement, alors AinA 2 nA 3 
est non vide. 

En effet, si les murs que sont les bords de deux de ces demi-appartements ne sont 
pas paralleles dans l'appartement Ai les contenant, la conclusion est evidente. Le cas 
parallele decoule de ce que 1($°°) est un arbre si $ est un germe de cloison de quartier 
dans un de ces murs. 

3) Un appartement A contenant un germe de cloison de quartier $ de direction 5°° 
determine deux germes de quartiers Hi, 0. 2 dont est une cloison. L'appartement 
A($°°) de l'arbre X(#°°) est entierement determine par ses deux bouts Hi et Q. 2 . Dya 
done (en general) beaucoup d'appartements A' de X determinant le meme appartement 
a 1'infini A'($°°) = A($°°). La proposition ci-dessous montre que parmi eux un et un 
seul est un appartement de X(M°°). On decrit ainsi la bijection entre les appartements 
de X(5°°) et de X(M°°). 

Proposition 4.10. Dans les conditions precedentes, il existe un unique appartement 
A' contenant Hi et H2, tel que le mur M de A' engendre par $ ait pour direction 
M°°. 

Demonstration. Si A' est tel qu'indique, le mur M est l'unique mur (eventuellement 
fantome) de 4.8.2. II est clair que A' est reunion des enclos cl(M U Hi) et cl(M U H2) 
done unique. 

D'apres 4.8.2 il existe un appartement A tel que, dans A, le mur M engendre par $ 
ait pour direction M°°. Soit $~ le germe de cloison de quartier oppose a $ dans M. Soit 
Ai un appartement contenant 5~ et Hi ; le mur Mj de engendre par $~ a done comme 
direction M°° (puisque < Hi). D'apres l'unicite de 4.8.2 on a Mj = M. L'enveloppe 
convexe fermee de $~ et Hi (i.e. l'enveloppe convexe fermee de M et Hi) dans Ai est 
un demi-appartement Di (eventuellement fantome) de bord M. Dans A\ considerons 
l'image H3 par la reflexion tm de —Hi. On a done H3 C D\ et ($~)°° < H3. Soit A' 
un appartement contenant H 2 et H 3 , on a ($~)°° C A'°°, done M°° C A'°° et A' 
est reunion de murs de direction M°°. Par unicite des murs de direction M°° contenant 
un germe de cloison (4.8.2) A' contient tout le demi-appartement de Di C A\ engendre 
par 5°° et un quartier q 3 C D\ de germe H3 ; en particulier A' D Hi- Comme il contient 
aussi H2 il contient ^ et done (par unicite) M qui est de direction M°° . □ 

Proposition 4.11. Solent A\ et A 2 deux appartements de X tels que A\ fl A 2 soit un 
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demi-appartement D, alors il existe une retraction p (de centre un germe de quartier) 
de X sur A\ telle que p(A 2 ) = D. 

Remarque. A part la condition de diminution des distances (qui n'a un sens que pour 
les immeubles affines) ce resultat est l'axiome (A5) de [Tits-86]. 

Demonstration. Soient M le bord de D et $ un germe de cloison de quartier contenu 
dans le mur M. Tout se passe dans X(M°°) et done principalement dans l'arbre T($°°). 
II suffit de choisir le germe de quartier H de Ai \ D dont une cloison est et de 
considerer la retraction pa 1 ,q- □ 

4.12. Le probleme de classification 

Le theoreme 2 de [Tits-86 ; p 166] dit qu'un immeuble affine X est determine a 
isomorphisme pres par son immeuble spherique a rinfini X°° (suppose epais) et les 
arbres X(#°°) ^ X(M°°) pour cloison de X°° contenue dans un mur M°°. Si X°° 
est de Moufang, ces arbres determinent une valuation de la donnee radicielle G associee 
a X°° [I.e. ; th 3 p 170] et cette valuation permet de reconstruire l'immeuble affine X; 
on obtient ainsi la classification des immeubles affines irreductibles localement finis de 
dimension > 3 [I.e. ; 14, 15]. 

On peut envisager une strategie semblable pour classifier les masures affines. On a 
vu en 3.8.3 qu'a une masure affine epaisse 2— spherique est souvent associee une donnee 
radicielle "jumelee" et que ces donnees radicielles sont classifiees dans de nombreux 
cas. Les resultats precedents sur les arbres X(J°°) ou X(M°°) doivent permettre de 
definir une valuation de la donnee radicielle. Malheureusement il n'y a pas encore de 
construction d'une masure affine associee a une donnee radicielle valuee (hors le cas du 
paragraphe 6). Ainsi ce processus de classification s'arrete la (pour Pinstant en tout 
cas). 

§5. Proprietes a distance finie des masures 

On considere une masure affine X que Ton supposera ordonnee a partir de 5.4. 

Proposition 5.1. Soient A un appartement de la masure X, x\ et x<i deux points de 
A tels que x\ <a %2- On considere des facettes locales de X, Fi et F 2 de sommets 
respectifs x\ et x 2 - Si Fi est positive et F 2 negative, on suppose de plus x\ = x 2 ou 

o 

x 2 — xi G T°(A) (cone de Tits ouvert de A) i.e. x\ <a x 2 . Alors il existe un appartement 

A' contenant Fi et F 2 . 

Demonstration. 

Quitte a echanger xi, x 2 et changer les signes, on peut supposer verifiee l'une des 
trois conditions suivantes : F 2 positive, x\ = x 2 ou x 2 — x\ G T°(A). Soit q un quartier 
(negatif si x\ ^ x 2 ) de sommet x 2 dans A tel que x\ G q ; alors, par convexite, il existe 
un appartement A\ contenant q et F 2 et cet appartement est isomorphe a A par un 
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isomorphisme fixant q. Ainsi x\ <a x x 2 , et meme x 2 — x\ G T°(Ai), si c'est vrai dans 
A. On s'est done ramene au cas ou F2 C A. 

On voit facilement qu'il existe dans A\ un quartier (positif si x\ 7^ X2) C{\ de sommet 
x\ tel que F 2 C q~7- Par convexite il existe un appartement A' contenant F\ et q 1; done 
aussi F 2 . □ 

Proposition 5.2. Sous les hypotheses de la proposition 5.1, supposons de plus x\ = x 2 
et les deux facettes locales F\, F 2 de meme signe. Alors deux appartements contenant 
Fx et F 2 sont isomorphes par un isomorphisme Gxant Fx et F 2 . 

N.B. II resulte de la demonstration qui suit que, si deux appartements contiennent une 
meme chambre locale Cq en x, leur intersection est (localement) convexe par galeries : 
toute galerie tendue d'une chambre locale en 1 a une facette locale en x de cette 
intersection est entierement contenue dans cette intersection. De plus tout isomorphisme 
fixant Co entre les deux appartements fixe toutes les chambres de ces galeries. 
Demonstration. 

On se ramene par le procede habituel [Brown-89 ; IV 1] au cas ou Tune des deux 
facettes (e.g. F 2 ) est une chambre. Soient A un appartement contenant Fi, F 2 et q 2 
le quartier de sommet x = x\ = x 2 dans A engendre par F 2 . Si A' est un autre 
appartement contenant F\ et F 2 , on considere dans A' une galerie de chambres locales 
en x : F 2 = Co, C\, . . . , C n D F\ qui est minimale (de Cq a Fi). En particulier le type 
de cette galerie donne un mot reduit de W v , done dans tout appartement A" contenant 
Co, Ci, . . . , Ck-i, ces chambres locales sont toutes du meme cote du mur (eventuellement 
fantome) de A" contenant la cloison Ck-i H Ck- 

En utilisant 2.9.1 successivement pour les murs separant Ck-i et Ck, on trouve 
un appartement A 2 de X contenant q 2 , Co, C\, . . . , C n et done F\ ; de plus la galerie 
Co,Ci,...,C n est minimale de F 2 a Fi dans cet appartement A 2 . D'apres (MA4) 
A D cZa 2 (-Fi,0 2 ) = c ^A 2 (Fi,q 2 ) D cIa 2 (F 1 ,C ) D Co"uC7u...UC^et il existe un 
isomorphisme <p : A 2 — > A fixant cet enclos. D'apres (MA2) applique a C = F 2 , il existe 
un isomorphisme ip : A' — > A 2 qui fixe Co- Mais les chambres locales Co, C\, . . . , C n sont 
dans A' et A 2 , done, par recurrence, ip fixe chaque Cj. Finalement l'isomorphisme (potjj 
fixe F\ et F 2 , c'est l'isomorphisme cherche. □ 

5.3. Immeubles residuels Soit x un point de la masure X. 

1) On note X^ (resp. X~) l'ensemble des germes de segments positifs (resp. negatifs) 
[x, y) de I et I x = X^ U X~. Si A est un appartement de X contenant x, on note 
(resp. A~) l'ensemble de ces germes de segments positifs (resp. negatifs) contenus dans 
A et A x = U A~ . Dans le cas fini A x = A+ = A~ (resp. l x = l x = X~) est la 
"sphere unite tangente" en x h A (resp. X). Si F est une facette ou une facette locale 
de X positive (resp. negative) contenant x dans son adherence, on note F x l'ensemble 
des germes de segments positifs (resp. negatifs) [x, y) pour ]x, y) C F. 
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2) Soient e = ± et A un appartement contenant x. Le choix de x comme origine 
identifie A a V(A). Alors A £ x est identifie a l'ensemble V(A) SS des demi-droites d'origine 
de eT(A) C V(A) ; il herite des deux structures de complexes de Coxeter que Ton va 
definir sur eT(A) : 

- La structure non restreinte est celle decrite en 1.3 (pour V), son groupe de Weyl 
est W V (A) ~ W v . Les facettes correspondantes dans A £ x sont les F x ou est une facette 
locale en x de signe e contenue dans A. Les murs correspondants sont eventuellement 
fantomes. 

- La structure restreinte a pour groupe de Weyl le sous-groupe W V (A) X de 
engendre par les reflexions vectorielles par rapport aux directions des (vrais) murs de 
A contenant x. Ce groupe est un groupe de Coxeter pour un ensemble de generateurs 
eventuellement infini [Deodhar-89] ; des resultats complement aires sont prouves dans 
[Tits-88] ainsi que dans [Bardy-96 ; 5.1] ou [Moody-Pianzola-95 ; 5.7] (ou la restriction 
a un contexte legerement different peut etre levee), la meilleure reference ici semble 
etre [Hee-90], malheureusement peu disponible. II resulte de ces raisonnements que A x 
est muni d'une structure de complexe de Coxeter dont les murs sont les (vrais) murs 
de A contenant x et dont les facettes sont les F x ou F est une facette de A de signe 
£ dont l'adherence contient x. Ce complexe de Coxeter peut cependant etre tronque, 
car l'ensemble des facettes F x dans l'adherence d'une chambre C x peut ne pas etre en 
bijection (decroissante) avec l'ensemble des parties de l'ensemble des cloisons de C x . 
Par contre le groupe W V (A) X (agissant sur A en fixant x) est bien simplement transitif 
sur les chambres C x de meme signe et engendre par l'ensemble S(C X ) (eventuellement 
infini) des reflexions par rapport aux murs de l'une de ces chambres C x , voir [Tits-88 ; 
prop. 3]. L'axiome (MA2) et cette simple transitivite montrent que le systeme de Coxeter 
(W V (A) X , S(C X )) ne depend pas, a isomorphisme unique pres, des choix de A et C x , on 
le note (W x , S x ) ; bien sur W x est un sous-groupe de W v . 

3) On munit les appartements A e x de X £ x de l'une des deux structures de complexe 
de Coxeter decrites ci-dessus. Alors les propositions 5.1 et 5.2 montrent que X e x avec ses 
appartements est un immeuble au sens classique, cf. e.g. [Brown-89 ; IV 1]. 

On note Ch r (I s x ) l'ensemble des chambres de I x pour la structure restreinte. II 
est muni d'une W x — distance d r £ (verifiant les axiomes de [Tits-92 ; 2.1] ou [Remy- 
02 ; 2.3.1] puisqu'elle traduit la structure d'immeuble) : on choisit un appartement 
Aq contenant x et une chambre positive C° de Aq contenant x dans son adherence. Si 
C X ,C' X G Ch r (I x ), on choisit un appartement A contenant les chambres correspondantes 
C, C et on identifie A a V(A) par le choix de x pour origine. D'apres (MA2) il existe 
un isomorphisme <p de (A , x) sur (A, x). Alors, si </? -1 (C) = ewC° et </? _1 (C") = ew'C 
pour w 7 w' G W V (A ) X ~ W x , on definit d r e {C x , C x ) = w~ l w' ; ceci ne depend 
pas des choix effectues. 

On note Ch nr {T s x ) l'ensemble des chambres de X £ x pour la structure non restreinte. 
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II est muni d'une W v — distance d™ r , definie de maniere analogue a la precedente et qui 
traduit la structure non restreinte d'immeuble sur X^,, cf. [Gaussent-Rousseau-08 ; sect. 
4.5]. 

On suppose dans le reste de ce § 5 la masure X ordonnee. 
Proposition 5.4. Dans la masure ordonnee X, on considere deux appartements Ai, A 2 

o 

et deux points distincts x, y de A\ fl A 2 veriGant x <a 1 y (resp. x <a 1 y)- Alors x <a 2 V 

o 

(resp. x <a 2 y) et il existe un isomorphisme de A\ sur A 2 qui fixe cIa x ([x, y])- 
Consequences. 

o 

1) On peut done definir des relations < et < dans la masure ordonnee X : 

o 

Pour tous x, y G X, on dit que x < y (resp. x < y) si et seulement si il existe un 

o 

appartement A de X contenant x,y tel que x <a y (resp. x <a y) (ceci ne depend pas 
du choix de A). 

o o 

On va voir en 5.9 que < ou < est un preordre. Bien sur x < y =>- x < y. 

2) Pour x < y dans X, le segment [x, y] et meme son enclos est independant 
de l'appartement choisi contenant x et y. On peut en particulier parler de convexite 
preordonnee dans X. 

Demonstration. 

1) D'apres l'axiome (MAO), on a [x, y)A x = [x, y)A 2 C Aini 2 ; Paxiome (MA2) dit 
done qu'il existe un isomorphisme <p de Ai sur A 2 qui fixe [x,y). Ainsi, dans A 2 , [x,y) 

o 

est un germe de segment positif (resp. et generique) et done x <a 2 V (resp. x <a 2 y)- 

2) Notons Ai (resp. A 2 ) la demi-droite de A t (resp. A 2 ) d'origine x (resp. y) et 
contenant y (resp. x). Ces deux demi-droites sont preordonnees et ont en commun le 
segment [x, y}. On va prouver l'existence d'un appartement les contenant toutes les deux 
et dans lequel leur reunion A est une droite. 

Soit O2 un germe de quartier de A 2 contenant la direction de A2 dans son 
adherence. D'apres (MA3) et par compacite de Ai U {00} (cf. la preuve de 2.7) il existe 
des points distincts y\ = x, y 2 = y, j/3, . . . , y n dans cet ordre sur Ai et des appartements 
A 2 ,A 3 ,..., A n , A n+1 contenant tous 2 et respectivement [2/1,2/2], [2/2, 2/3], • • • , [v 
[y n , 00] = Ai \ [x,y n [. L'appartement A 2 contient A 2 . L'appartement A 3 contient y 2 et 
£32 et done aussi A 2 (par convexite, cf. (MA4)). Mais y = y 2 G [x, 2/3] Ai et x <a 1 2/3 ; 
d'apres (MAO), [x,y 3 } Al = [x, 2/3] A 3 et y 2 G [x,y 3 \. Ainsi A 3 = A 2 U [2/2,2/3] est une 
demi-droite de A3 d'origine 2/3 dans l'enveloppe convexe de O.2 et y 3 . On est dans la 
situation du depart avec A 2 devenu inutile. On a done montre, par recurrence sur n, 
que A n+ i contient A = Ai U A 2 et que A est une droite de A n+ \. 

3) Un meilleur choix de l'appartement : 

Soit une chambre vectorielle de A\ et la facette vectorielle engendree par la 
direction de Ai. On considere dans A\ la cheminee pleine ti = cl(germ y (y + C\) + F±) 
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et son germe 9ti. II est clair que cl(x, D ti D Ai. Dans 2) ci-dessus on peut supposer 
que A' = A n+ i contient 02 et 9li ; on a vu qu'il contient Ai et A2 en particulier x 
et y. Ainsi A' contient le quartier q 2 de A2 de sommet y et direction 02 ainsi que la 
cheminee pleine ti. D'apres l'axiome (MA4) on a un isomorphisme (p de A\ sur A' fixant 
cl(x, O^i) D c/([ir,y]) et un isomorphisme ^ de A' sur A2 fixant c/(q 2 ) D ([x,y]). Ainsi 
tfj o if est l'isomorphisme cherche. □ 

Proposition 5.5. Soient A un appartement de la masure ordonnee I, xi et X2 deux 
points de A tels que x\ <a x 2 . On considere des facettes locales de I, Fi et F 2 de 
sommets respectifs x\ et x 2 . On suppose x 2 — x\ G T°(A) ou F 2 positive et Fi negative. 
Alois, si des appartements A' et A" contiennent Fi et F 2 , ils contiennent leur enveloppe 
convexe et il existe un isomorphisme de A' sur A" qui fixe cette enveloppe convexe. 
Remarque. On a montre l'existence d'appartements A' et A" comme dans l'enonce 
en 5.1 (sous une hypothese moins restrictive). Avec l'hypothese ci-dessus, si fi 2 (resp. 
fii) est un element assez petit du nitre F 2 (resp. Fi) contenu dans A' ', alors pour tous 
y 2 G fi 2 et yi G Qi on a y x < y 2 . 

Demonstration. On suppose Q 2 et Oi comme ci-dessus, convexes et contenus dans A' 
et A". D'apres 5.4 A' n A" contient [yi, y 2 ]A' = [yi, V2\A" pour tous y2 G ^2 et yi G Q±. 
Ainsi A'C\A" contient l'enveloppe convexe de Q 2 Ufli et done de F 2 UFi. Pour construire 
l'isomorphisme de A' sur A" on se ramene (par le procede habituel [Brown-89 ; IV 1]) 
au cas ou l'une des facettes locales (e.g. F\) est une chambre. 

Soient y± G fl\ tel que F\ C cl([xi,yi)) et z\ le milieu de [xi,yi]. Alors z\ est 
dans un ouvert de A' ou A" contenu dans cl([xi,yi]) fl fii. D'apres 5.4 il existe un 
isomorphisme <p de A' sur A" qui fixe cl([xi, yi]). Soit z 2 G O2, alors [z±, z 2 ] C A' fl A" 
rencontre cl([xi,yi\) selon un voisinage ouvert de z\ dans \z\,z 2 \. Done tp est une 
bijection affine de \z\,z 2 \ sur son image dans A" qui est l'identite sur un voisinage 
de z\. Or 5.4 applique a [-21,-22] dit que l'identite de [-21,-22] est une bijection affine 
(pour les structures affines heritees respectivement de A' et A"), done (p coincide avec 
cette bijection affine; en particulier i p(z 2 ) = z 2 . Ainsi cp fixe 2 et cl([xi,yi\), done 
Oi (quitte a le remplacer par un element plus petit de Fi). Pour t\ G t 2 G ^2 le 
meme raisonnement que ci-dessus montre que ip fixe [ti, ^2] • Mais l'enveloppe convexe 
de Oi U 2 est la reunion de ces segments, d'ou la proposition. □ 

5.6. Jumelage des immeubles residuels 

Pour un point x de la masure ordonnee X, on a defini (en 5.3) deux ensembles Z^~, 
X~ et deux structures d'immeubles sur chacun d'eux, la non restreinte de groupe de 
Weyl W v et la restreinte de groupe de Weyl W£- Pour chacune de ces structures on 
peut definir un jumelage de et X~ . Le cas non restreint etant traite en detail dans 
[Gaussent-Rousseau-08] , on se concentre ici sur le cas restreint. 

On definit ci-dessous une application codistance : 
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dl : Ch r {lt) x Ch r (l x ) U Ch r (l x ) x Ch r (lt) - W v x 
On choisit un appartement Aq contenant x et une chambre positive C° de Aq 
contenant x dans son adherence. Si e = ±, C x G Ch r (X x ) et G Ch r (I~ £ ), on choisit 
un appartement A contenant les chambres correspondantes C, C" et on identifie Aq a 
V(Aq) par le choix de x comme origine. D'apres (MA2) il existe un isomorphisme ip 
de (Aq,x) sur (A,x). Alors, si (p~ l (C) = ewC° et <£> -1 (C") = —ew'C pour «;,«/ G 
^(^o)x ^ on definit dl(C x ,C' x ) = d r _ £ (-C x ,C' x ) = d r £ (C x ,-C' x ) = w^w' ; ceci 
ne depend pas des choix effectues d'apres 5.5. 

Proposition, d^ est un jumelage des immeubles X x etX~ munis de leurs structures 
restreintes. 

Remarque. On a de meme un jumelage d™ r (codistance a valeurs dans W v ) de ces 

immeubles munis de leurs structures non restreintes. 

Demonstration. 

II faut verifier les axiomes de [Tits-92 ; 2.2], voir aussi [Remy-02 ; 2.5.1]. 

On a dl(C' x ,C x ) = w'~ 1 w = d^(C x , C^.) -1 , d'ou (Twl). Soient maintenant 
C x G Ch r (T x ) et C'^C'J. G Ch r (l~ e ) des chambres telles que (%(C X ,C' X ) = w G Wl 
et d r _ e {C' x ,C x ) = s G S x , avec £(ws) = £(w) — 1 (longueurs calculees dans le systeme 
de Coxeter (W X ,S X ) ). Soit A un appartement contenant C et C (et done x) ; on 
choisit de realiser (W X ,S X ) dans A par le choix de eC comme chambre fondamentale. 
Comme £(ws) = £(w) — 1, le (vrai) mur M engendre par la cloison de — eC de type 
{s} separe — eC de eC ; ainsi C et C sont du meme cote de M. D'apres 2.9.1 il existe 
un appartement A' contenant C, C et C" . Dans cet appartement C = w.(—C) et 
C" = (wsw-^.C done C" = ws.(-C) et dZ(C x ,C%) = ws, e'est l'axiome (Tw2). 

Pour verifier le troisieme axiome (Tw3), soient C x G Ch r (l £ x ), C' x G Ch r (l~ e ) : 
w = dl(C x , C' x ) G W x et s G S^. Dans un appartement A contenant C et C", considerons 
la chambre C" ^ C adjacente a C le long de la cloison de type {s}. On a bien 
d r _ e (C' x , C x ) = s et dl(C x , C x ) = ws comme demande. □ 

Proposition 5.7. Soient C~ , C deux chambres negatives d'un immeuble jumele (de 
groupe de Weyl W) et C + une chambre positive opposee a C~ . On considere un 
appartement jumele A = A~ U A + contenant C et la retraction p = pa,c de Vimmeuble 
sur A de centre C . On note w~ et w + les elements deW = W{A) tels que p(C~) = w~C 
et p(C + ) = —w + C (la chambre de A + opposee a w + C G A~). Alors w + < w~ 
pour Vordre de Bruhat-Chevalley sur W(A) correspondant au choix du systeme de 
generateurs forme des reflexions par rapport aux murs de C (ou —C). 
Demonstration. On a w + = d Sf (C,C + ) et w~ = d_(C,C~). La relation d*(C,C + ) < 
d-(C,C~) ou plutot d*(C + ,C) < d-(C~,C) est exactement ce qu'obtient Peter 
Abramenko au cours de la demonstration de £(<i*(C + ,C)) < £(d-(C~ , C)) dans sa 
Remark 3 page 24 de [Abramenko-96] . □ 
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Corollaire 5.8. Soient = germ 00 (xo — C v ) un germe de quartier negatif dans un 
appartement A de la masure ordonnee X, p = pa,q la retraction sur A de centre H (cf. 
2.6) et x < y deux points de X. Alors Vimage p([x, y\) du segment [x, y] dans A est une 
ligne brisee qui est "pliee positivement" , c'est a dire : 

pour tout z\ = p(z) G p(]x, y[), on note tt + = p([z, y)) (resp. 7r_ = p([z, x)) ) et w+ 
(resp. W-) Velement minimal de W v tel que ir + C w+(zi+C v ) (resp. 7r_ C W-(zi — C v ) ), 
on a alors W+ < W- pour Vordre de Bruhat-Chevalley. 

Remarques. 1) L'ordre de Bruhat-Chevalley choisi sur W v = W V (A) correspond au 
choix du systeme de generateurs forme des reflexions par rapport aux murs de la chambre 
vectorielle C v de A. 

2) La relation < et le segment [x,y] sont bien definis dans X (5.4). On a demontre 
en 2.8 que p([x,y]) est une ligne brisee " croissante" , en particulier tt + (resp. 7r_) est un 
germe de segment positif (resp. negatif) en z\. 

Demonstration. D'apres (MA2) on peut supposer que A contient H et [z, x), done 
z = zi et 7r_ = [z,x). Considerons la chambre locale (en z) C = germ z (z — C v ). Par 
definition de W- on a u_ C C~ = W-C. Dans un appartement contenant C~ et [z,y) 
(5.1), on note C + la chambre locale en z opposee a C~ et w' + = d™ r z (C, C + ). II est clair 
que 7T + C p(C+) = w' + .germ z (z + C v ) C w' + .(z + C v ), done w + < w' + [Humphreys-90 ; 
5.12 p. 123]. II est clair que p induit dans l'immeuble jumele X z (avec sa structure non 
restreinte) la retraction de centre C z . De plus C+ et C~ sont opposees et se retractent 
respectivement sur — w' + C z et W-C z . Enfin les choix de systemes de generateurs de 
W v = w v (A) effectues en 5.7 et 5.8 sont les memes. D'apres 5.7 on a w' + < done 
w + < W-. □ 

o 

Theoreme 5.9. Dans la masure ordonnee X la relation < ou < (definie en 5.4.1) est un 
preordre. Plus precisement si trois points x, y et z dans X sont tels que x < y et y < z, 
alors x < z et en particulier les points x, z sont dans un meme appartement ; de meme 



pour <. 

o 

Remarque. D'apres 1.5.4 la relation < est une relation d'ordre en dehors du cas fini 

o o o 

(ou elle est triviale). On ax<y,y<z,y^z (ou x<y,y<z,x^y)^x<z. 
Demonstration. On suppose x ^ y et y ^ z. Dans le cas semi-discret, il suffit de 
traduire mot a mot la demonstration du Theorem 6.9 de [Gaussent-Rousseau-08] en 
rajoutant au dictionnaire les traductions suivantes : [I.e. ; sect. 4.3.4 ou lemma 6.11] i— > 
5.1 et 5.5, [I.e. ; sect. 4.4] i— > 2.7.1 et [I.e. ; prop. 6.1] h- > 5.8. Pour le cas general il faut 
reorganiser les ingredients de cette demonstration : 

1) Pour z' G [y, z[ tel que x < z' , on choisit un appartement A contenant [z r , x) et 
[z 1 , z) (5.1) ; cet appartement a un systeme de racines reelles associe <&(A) et on definit 
l'ensemble fini 3>(z') des racines a G $(A) telles que a(z') > a(x\) et a(z') > a(zi) 
pour certains x\ G [x, z'\ fl A et z\ G [z, z'\ C\A. Comme [z 1 ', x) et [z 1 , z) sont preordonnes, 
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5.5 montre que &(z') depend, a isomorphisme pres, seulement de [z',x) et [z',z) mais 
pas de A. 

On raisonne par recurrence sur |<&(y)| ; s'il vaut —1 le theoreme est demontre. 

2) D'apres 5.1, il existe un appartement A\ contenant x et [y,z). On choisit une 
chambre vectorielle C v dans A\ telle que son systeme de racines positives associe <& + {C v ) 
contienne les racines a G $(Ai) telles que a(y) > a(x) ou a(y) = a(x) et a(z\) > a(y) 
(pour un z\ G [y, z] n A\) ; en particulier [x, y] C (y — C v ) C\(x + C v ) et [y, z) C x + C v . 
Maintenant si a G & + (C v ) est tel que a{z\) < a(y) (pour un z\ G [y,z] fl A\) alors 
ct(y) > q:(x) ; done <E>(y) (calcule dans Ai) est l'ensemble des racines a G $ + (C") telles 
que a(zi) < a(y) (pour un z\ G [y, 2] fl A\). 

Soient H le germe de quartier associe a — C v dans A\ et p la retraction de centre 
H sur A x . 

3) On note Si = [y, Z] le segment de Ai d'origine y, contenant [y, z) et affinement 
isomorphe a [y, z]. On note Z\ le point le plus eloigne de y dans Si fl (x + C v ), done 
VZ 2 G [y, Zi], x G Z 2 — C v . On note enfin 21 e]y, z] le point correspondant a Zi par 
1' isomorphisme aftine de [y, Z] sur [y,z]. 

Comme en 2.7.1 on obtient une suite yo = y, y±, . . . , y n = z\ G [y,z{\ et 
des appartements A±, A2, . . . , A n tels que A^ contienne H et [yj_i,yj]. En particulier 

o 

x G yi — C v et x < yi (resp. a; < yi) : le theoreme est demontre si yi = z. Si yi 7^ 2; 
on raisonne par recurrence sur n. On considere l'appartement A<i ci-dessus si n > 2 
et un appartement A 2 contenant [yi,z) et yi — C v (done aussi x et H) si n = 1 i.e. 
yi = z\ 7^ ^. On va maintenant comparer <fr(y) et $(yi). 

4) La retraction p envoie isomorphiquement A2 sur Ai. Ceci permet d'identifier 
$(yi) avec l'ensemble $'(yi) des racines a G ®(Ai) telles que a(yi) > a(x) (done a G 
$+(C v )) eta(yi) > a(pz 2 ) (pour un z 2 G [yi,z]nA 2 ). On a p([yi, z)) = y x + [0, l)w+X , 
[y,yi) = y+[0, l)iu - A pour un certain A G C" et certains ty~ G W, avec w + < w~ 
d'apres 5.8. En particulier, pour a G & + (C v ), ct(yi) > a(pz 2 ) signifie a(w + X) < 0, done 
$'(yi) C {a G <fr + (C v ) I a(iu + A) < 0} et (comme w + est choisi minimal) cet ensemble a 
pour cardinal £(w + ). Mais nous avons vu en 2) que <fr(y) = {a G $ + (C") | a(iu - A) < 0}. 
Done, comme w + < w~, |$'(yi)| < £(w + ) < £(w~) < |$(y)| . 

Si |$'(yi)| < |$(y)| le theoreme est demontre par recurrence. Sinon les 4 nombres 
ci-dessus sont egaux ; en particulier, comme w + < w~, on a w + = w~ et $'(yi) = $(y). 

5) Si yi = z\ 7^ z, alors, par definition, il existe a G $ + (C") tel que a(Z) < a(yi) = 
o;(x), done a(Z) < a(y). Ainsi a G <&(y) et a $'(yi) ; e'est absurde. 

Done maintenant yi 7^ z\. Comme w + = w~ , y et pQyi,^)) sont alignes dans A\. 
L' isomorphisme p de A 2 sur Ai identifie la chambre vectorielle C v de A\ definie en 2) a 
celle que l'on peut definir de la meme maniere dans A 2 avec yi (en effet, comme yi 7^ z±, 
a(y) > a(x) =>• ct(yi) > a(x)). 

Si on definit S' : = [yi,Z'], Z{ G S' x et z[ G [yi,z] comme en 3) avec (A 2 ,yi,C v ) 
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a la place de (Ai,y,C v ), risomorphisme p de A2 sur A\ envoie Y! x sur [yi,Z] et Z[ 
sur Zi ; done z[ = z\. Le raisonnement de l'etape 3) (pour yi et A2) fournit alors les 
memes points yi, . . . , y n = z\ G [yi, z±\. On est done passe de n a n — 1 et le theoreme 
est prouve par recurrence. □ 

Remarque 5.10. 

Ce theoreme est le meilleur resultat de cet article pour caracteriser des paires de 
points de la masure ordonnee X qui sont situes dans un meme appartement. 

o 

Dans le cas fini, on a x < y (et meme x < y) pour tous x, y dans un meme 
appartement A. Pour tous x, y G X il existe un point z et deux appartements Ai, A2 tels 
que x, z G A\ et y, 2; G A 2 ; on a done x < z < y et x,y sont dans un meme appartement 
d'apres 5.9. D'apres 5.1 et 5.5 deux facettes de X sont done toujours contenues dans un 
meme appartement A, qui est unique a un isomorphisme fixant les deux facettes pres. 
Ainsi 5.9 peut etre vu comme une generalisation de [Bruhat-Tits-72 ; 7.3.4 et 7.3.6]. 

Si le groupe de Weyl W v de la masure ordonnee X est affine, il existe une forme 
lineaire 5 sur V (la "plus petite racine imaginaire positive") qui est combinaison lineaire 
a coefficients positifs des ctj, invariante par W v et telle que T° = {v G V | 5(v) > 0}, 
T = T° U Vq. Chaque appartement A est muni d'une forme lineaire 5a telle que 
x <A y ^ ^a(u — x) > ou x — y G Vo ; de plus 5^ (y — x) est independant du choix de 
l'appartement A contenant x et y. Choisissons un germe de quartier positif O, on peut 
done definir ^(y — x) pour tous x, y dans X par ^(y — x) = 5^ (py — px) pour tout 
appartement A contenant £3 et pour p = pa,q- D'apres 2.7.1 on a 5q{i/ — x) = Sa(u — x) 
des que x, y G A et 5,4 (y — x) 7^ 0. Done y > x et y 7^ x ^> <5o(y — x) > 0. 

Howard Garland [1995] considere la situation d'un groupe de lacets sur un corps 
discretement value K (on supposera ici que son corps residuel contient C). Plus 
precisement, pour un groupe semi-simple simplement lace G, il etudie un sous-groupe 
Gb de G(K((t)) ) qui est contenu dans le groupe engendre par jj™ ax + e t JJq (notations 
de [Gaussent-Rousseau-08 ; sect. 3.2 et 3.3] en considerant le groupe de Kac-Moody 
Gi = G(K[t,t~ 1 ]) xi K*). II semble que Gf, n'agisse que sur un espace X' plus gros que 
la masure X construite dans I.e. pour G±, mais il fixe 0. Dans X' la decomposition de 
Cartan tordue que Garland prouve semble montrer que, si x, y G X' et ^(y — x) > 0, il 
existe un appartement contenant x, y et H. On peut done se demander si la reciproque de 
la derniere phrase de l'alinea precedent est vraie dans toute masure ordonnee de groupe 
de Weyl W v affine. Un tel resultat preciserait beaucoup le theoreme 5.9 : presque toutes 
les paires de points seraient contenues dans un meme appartement. 

§6. Masures associees a certains groupes de Kac-Moody 

Dans ce dernier paragraphe on se propose de montrer que les masures (hovels) 
construites dans [Gaussent-Rousseau-08] (ou en tout cas la plupart d'entre elles) ferment 
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des masures affines, ordonnees, epaisses et semi-discretes au sens adopte ici. On ne 
rappellera pas toutes les definitions introduites dans loc. cit. . 

6.1. La situation 

On considere done un groupe de Kac-Moody G defini sur un corps K muni d'une 
valuation discrete u> pour laquelle le corps residuel k contient C. 

On suppose que G verifie les hypotheses techniques de loc. cit. ; en particulier il est 
deploye et symetrisable. On suppose de plus qu'il verifie l'hypothese (SC) de [I.e. ; sect. 
2.1.5] : (SC) Q" = J2iei ^ ja " i est sans cotorsion dans Y. 

En fait, d'apres le raisonnement de loc. cit. , on doit pouvoir toujours se ramener a ce 
cas sans beaucoup changer l'espace X. 

On a construit dans loc. cit. un ensemble X, muni d'un recouvrement par un 
ensemble A de sous-ensembles appeles appartements. Tous ces appartements sont 
permutes par G(K) et done isomorphes a un appartement fondamental Af = A. Le 
stabilisateur de Af est un groupe N(K) (normalisateur du tore fondamental Tf de 
groupe de caracteres (resp. cocaracteres) X (resp. Y)) qui agit sur A par un groupe 
Wy. 

L'espace A est un appartement semi-discret au sens de 1.4 ci-dessus. On le considere 
comme moderement imaginaire, car muni des murs decrits en 1.2.1 et 1.4. d. Le groupe 
Wy est un groupe de transformations affines stabilisant l'ensemble des murs reels ou 
imaginaires et contenant le groupe de Weyl affine W (engendre par les reflexions par 
rapport aux murs reels). En particulier Wy normalise W. Ainsi tout appartement de A 
est muni d'une structure d'appartement de type A et l'axiome (MAI) est verifie. 

6.2. Le sous-groupe G(K)i 

Le groupe Y\ = Y/Q" est abelien libre. C'est le groupe des cocaracteres d'un tore 
T\ (de groupe de caracteres X\ = {x G X \ x(Q~) = 0}) e t l'homomorphisme naturel 8 
de Tf sur T x se prolonge en un homomorphisme 6 de G sur Ti trivial sur tous les sous- 
groupes radiciels : il suffit, pour tout corps K' contenant K, de considerer la presentation 
de G(K') donnee par J. Tits, cf. [Remy-02 ; 8.3.3 et 8.4.2]. 

Si O est l'anneau des entiers de (K, u), on a T\(K) /T\(0) ~ Y\ et on note G{K)\ 
le sous-groupe distingue G(K) 1 = S-^T^O)) de G(K), done G{K)/G{K) 1 ~ Si 
Tf(K)i = T f (K) n G(K) 1 , on a Tf^/T^K), ~ Y 1 . 

On sait que l'image u(N(K)) de N(K) dans le groupe des automorphismes affines 
de A f = A est Wy = W v x Y, que v{T f {K)) = Y et que Kerz/ = H = T f (0). En 
fait N(K) H G(K)i a pour image (par v) W = W v k Q" ; en effet, comme S est trivial 
sur les sous-groupes radiciels de G, G(K)i contient des representants dans N(K) de 
generateurs de W v . 

On sait qu'un point ou un germe de quartier a un bon fixateur [Gaussent-Rousseau- 
08 ; sect 4.1 et 4.2.4] et qu'un point et un germe de quartier sont toujours contenus dans 
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un meme appartement [I.e. ; sect 4.3.3], le lemme suivant montre done que G(K)i est 
transitif sur A. Comme le stabilisateur dans G(K)i de Af est N(K) n G{K)\ qui agit 
sur Af via W, il est clair que chaque appartement de X est muni d'une unique structure 
d'appartement de type A (au sens de 1.13) et que tout element de G(K)i induit un 
isomorphisme d'un appartement quelconque de X sur son image. 

Lemme 6.3. Soit O C A un Sltre qui a un assez bon Gxateur, alors Gn = Pq. est 
contenu dans G(K)i, en particulier il induit un isomorphisme entre un appartement et 
son image. Bien sur Gq, permute transitivement les appartements contenant O. 
Demonstration. On a Ga = (Gq fl U + ).(Gq fl U~).Nq (a l'echange de + et — pres). 
On sait que 5 est trivial sur U + et U~ , il suffit done de voir que Nq C G(K) 1 . Mais 
v(Nn) = Nn/H est le fixateur de O dans Wy, on doit montrer qu'il est dans W. Soit 
w = w v .y G Wy = W v x Y (avec y E Y et w v G W v ) qui fixe un point x de A ; comme 
w v fixe x a Q~®R pres, y doit etre dans Yr\(Q~®R) = Q" : on a bien «jeW r =W r "«Q". 
□ 

6.4. Groupe parabolique associe a une facette vectorielle F v de A 

On associe a F v un ensemble parabolique de racines = $ m (X' ,; ) U Q U (F V ) 

avec = {a G $ ot(F v ) > 0}, $ m (F u ) = {a e $ ct(F v ) = 0} = {« G $ | F" C 

M»} et = $(F V ) \ $ m (F"). On en deduit des sous-groupes de G(K) : 

- le sous-groupe parabolique P(F V ) est engendre par Tf(K) et les U a (K) pour 
a E <$>(F V ), 

- son facteur de Levi M(F V ) est engendre par Tf(K) et les U a (K) pour a e $ m (F"), 

- son radical unipotent U(F V ) est le plus petit sous-groupe normal de P(F V ) 
contenant les U a (K) pour a G 

et on a la decomposition en produit semi-direct P(F V ) = M(F V ) k U(F v ), cf. 
[Rousseau-06 ; 1.7] ou [Remy-02 ; 6.2]. 

Si on suppose F v dans l'adherence de la chambre fondamentale positive CJ, 
U(F V ) est aussi le plus petit sous-groupe normal de U + (K) contenant les U a (K) 
pour a G $ U (F V ) [Remy-02; 6.2]. On a done U(F V ) C U+(K) n ^7" ^^l:I; ($ ^i (F ^, )) = 
G(K) n ^7" ^^l:I; ($ ^i (F ^, )) = , c/. [Gaussent-Rousseau-08 ; sect. 3.3.3]. 

D'apres la definition par generateurs et relations des groupes de Kac-Moody [Remy- 
02 ; 8.3.3] M(F V ) est le (ou au moins un quotient du) groupe de Kac-Moody Gf v (K) de 
systeme generateur de racines {A{J),X, Y, (ctj)j 6 j, (a~i)iej) si F v = F V (J). Si F v = Vq, 
on a M(F V ) = G(K) et U(F V ) = {1}. Si F v est spherique, $ m (F v ) est fini et M(F V ) 
est un groupe reductif, cf. [Remy-02 ; 12.5.2] ou [Rousseau-06 ; 1.7]. 

6.5. Facette microaffme et groupe parahorique associes a une cheminee 

Soit r = t(F, F v ) une cheminee de A associee a une facette F = F(x,Fq) et une 
facette vectorielle F v . 
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A F v , on associe l'ensemble Ai des murs de Ai de direction Ker(a) pour 

j-iV 

a G $ m (F") et 1'appartement affine A de Gf^(K) correspondant au choix dans A des 
murs de M v {r > et des murs imaginaires de direction contenant F v . A la cheminee t, 
on associe la facette microaffine = F M (t) = (F, F") ou F = F^m^pv^(x, Fq ) est la 
facette engendree par F dans A . Ainsi F est le filtre des parties de A contenant une 
intersection de demi-espaces D(a,k) de A (i.e. pour a G A, a(F v ) = et k G T a ) 
contenant F ; en particulier F D r. 

Le sous-groupe parahorique F M (t) = P(F fl ) est le produit semi-direct F(F M ) = 
M(F, F w ) K C/"(F W ) ou M(F, F v ) est le (ou l'image dans M du) sous-groupe Pjr de 
Gf-"{K) associe a la facette F dans [Gaussent-Rousseau-08] . 
Remarques. 1) Si F v = V , alors F = F et F(F^) = M(F, F v ) = P F . 

2) F^ n'est une vraie facette microaffine (au sens de [Rousseau-06 ; 2.5]) que si F v 
est spherique i.e. x evasee. Dans ce cas $ est une facette de 1'appartement de Bruhat-Tits 
A" du groupe reductif M(F V ) ; comme nous avons suppose la valuation discrete, c'est 
meme un sous-ensemble de A (un polysimplexe) . 

3) En fait F, F M , M(F, F v ) et F^(r) ne dependent que du germe 9\ de t. 

4) Le groupe F M (t) n'est parahorique qu'en un sens generalise, celui de [Rousseau- 
06 ; 2.10] si r est evasee. En fait M(F,F V ) est un sous-groupe parahorique de M(F V ) 
(cf. [Gaussent-Rousseau-08 ; sect. 3.7]), au sens classique si r est evasee. 

Proposition 6.6. Le groupe F At (r) fixe (point par point) le germe de cheminee fR. 
N.B. II n'est pas sur que U(F V ) = U+(K) n U max ($ u (F v )) et pas plus evident que 
U+(K) n U max ($> u (F v )) fixe 9t. 
Demonstration. 

Supposons F^ dans l'adherence de la chambre fondamentale CJ ; alors un element 
uo de U(F V ) est un produit fini de conjugues ViUiV~ x avec Vi G £/" + (F) = U(CJ), 
Ui G U ai (K), cti G $"(F") C $ + ; de meme les sont des produits finis d'elements 
Uij G Up. t .(K) avec ftj G Done il existe y G A tel que G et it^- G Up. tjtV , 

Vz,j. Ainsi w £ U y ym (Q> u (F v )) d'apres les relations de commutation dans le groupe 
complete U max ($> + ). II est alors clair que u fixe (point par point) t(F + £,F V ) pour 
un bon choix de £ G F. Par ailleurs M(F,F V ) fixe la facette-fermee F qui contient 
r(F, F") et done r(F + £, F"). □ 

Proposition 6.7. Soient 9ti = 91 (Fi, Ff) et 9t 2 = 9t(F 2 , F% ) deux germes de cheminees 
de A avec 9ti evase, alors G(F) = F' i (9ii).iV(F/).F' 1 (9t 2 ). 

Remarques. 1) Ceci constitue une decomposition de Bruhat ou Birkhoff mixte, cf. 
2.1 et [Rousseau-06 ; 3.5] ou meme une decomposition d'lwasawa mixte quand 9t 2 est 
degenere en particulier une facette fermee. 

2) D'apres la demonstration ci-dessous, il suffit en fait de supposer que, Ww G W v 
$ m (Ff) nw$ m (F 2 B ) est fini (au lieu de 9*i evase i.e. $ m (F^) fini). 
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3) On developpe ici la remarque 4.6 de [Gaussent-Rousseau-08] . 
Demonstration. 

D'apres la decomposition de Bruhat ou de Birkhoff de G(K), pour tout g G 
G(K) il existe n G N(K) tel que g G P(F?)nM(F%)U(F2). Mais ^(n^F?) n 
Qm^jpv^ es ^. un gygteme parabolique de racines dans $ m (F 2 ) (associe a la facette 
cl$m(pv^(n~ 1 Fi) ). La decomposition d'lwasawa de M(F 2 ) [Gaussent-Rousseau-08; 
prop. 3.6] donne done : M(F 2 ) = (M(F 2 U ) n P(n- l F^)).(N(K) n M(F%)).M(F 2 , F%). 
Ainsi g G P(F^)N(K)M(F 2 , F^)U(F^) et il existe m G M(Ff), m G N(iT) tels que 
g G t/(Ff)mn 1 P^(lK 2 ) = U{F^)mPi x {n 1 'tK 2 )n 1 . 

Mais <3>(niF 2 ) fl $> m (Fi) est un systeme parabolique de racines dans $ m (F^) 
(associe a la facette cl^m^^rii^) ). La decomposition d'lwasawa de M(F%) donne : 
M(Ff) = M(F U F?).{N(K) n M{F? )).M(mF|, Ff ).{U{n 1 F 2 v ) n M(F")), oil on note 
M(niF 2 , Fi) le sous-groupe de M(F") associe au sous-systeme de racines <I> m (niF 2 ) fl 
$ m (F{') (par hypothese ce systeme de racines est fini, done M(niF 2 , F") est un groupe 
reductif). II existe done n 2 G N(K) fl M(Ff) tel que : 

m G n 2 M(n 2 1 F ll n 2 1 Ff = ^^(n^.^.^m^nM^)). 

La facette n 2 " 1 Fi engendre une facette F{ de A pour <E> m (mF|) n $ m (F^) i.e. 
pour M(niF 2 , F"). Le sous-groupe M{F[) correspondant de M(niF 2 , Ff) verifie done 
M(F{) C M(n 2 " 1 Fi,Ff). De meme la facette niF 2 engendre une facette F 2 de A pour 
$ m (niF 2 u ) n $ m (Ff) i.e. pour M(mF%,F?). Le sous-groupe M(F 2 ) correspondant de 
M(niF 2 u ,Ff) verifie done M(F£) C M(mF 2 , niF 2 u ). 

La decomposition de Bruhat- Iwahori classique dans le groupe reductif M(niF 2 , F^) 
(contenu dans M(F^)) donne done : 

M(niF 2 u ,Ff) C M(F 1 , ).(A^(F:) nM(niF 2 u ,F 1 u )).M(F^) 
C M(n 2 " 1 Fi,F 1 ").A^(F:).M(niF 2 ,niF 2 u ). 
Ainsi m G n 2 M(n 2 " 1 Fi, F?).N(K).M(mF 2 , n^) .U (mF^) 

= M(Fi, Ff ).AT(F:).F^(ni^ 2 ), 
et # G t/(F 1 v ).M(Fi, F 1 u ).A^(F:).F^(?ii^ 2 )ni = F^(^i).A^(F:).F^(^ 2 ). □ 

Proposition 6.8. Soit r = t(F, F") une cheminee solide de A. Alors r et son germe £K 
ont de bons Gxateurs. Plus precisement si t est evasee et F" est dans l'adherence de 
la chambre vectorielle fondamentale, ces bons Gxateurs sont G x = N x .U F ™p v .U F m+ = 
M(F, F v ).U F m ($ u (F v )) et G m = M(F, F V ).U(F V ) = P^(Dt) 

Remarque. Une face de quartier spherique f = x + F" et son germe (a l'infini) 5 ont 
aussi de bons fixateurs. II suffit, dans la demonstration ci-dessous, de remplacer F par 
{x} et cl(F U (F + n£)) par c/({x, + fl supp(x + F v ). 
Demonstration. 

On choisit £ G F" et une chambre vectorielle fermee contenant — F". Pour 
n G N les facettes F = F(x,Fq) et F n = F(x + n£, Fq ) ont un bon fixateur [Gaussent- 
Rousseau-08 ; sect. 4.2.2] ; de plus F C F n + G" et F n C F - CX D'apres [/.c. ; rem. 
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4.4 et prop. 4.3 1)], FU F n et cl(F U F n ) ont de bons fixateurs. Mais pour n > 0, le 
fixateur dans W| de cl(F U F n ) est fini (puisque r est solide), done r = U n cl(F U F n ) 
et 9* = gerrriooix) ont de bons fixateurs [/.c. ; prop. 4.3 3) et 2)]. 

II reste a identifier ces bons fixateurs quand r est evasee. On a G x = N t .U™ Fv .U p F m+ . 
Mais Up ax ($ + ) = U^ ax (<f> m+ (F V )) x U^ ax (^ u (F v )) et, par hypothese, $ m (F v ) est 
fini, done U F m+ = V+ X t/£ m ($ u (i^)) ou est le groupe t/+ (defini dans [I.e.; 
sect. 3.2]) relatif au groupe reductif M(F V ). De plus U F ™ Fv est le groupe V F (i.e. le 
£7^ relatif a ce groupe M(F V )). Enfin N t est le Np relatif a ce groupe M(F V ). Ainsi 
G v = N t .Vf \V£ .U F m ($ u (F v )) = M(F,F v ).U F m ($ u (F v )). Le resultat pour G % est 
maintenant clair, d'apres 6.6. □ 



6.9. Consequences 

1) L'axiome (MA2) est verifie : d'apres [Gaussent-Rousseau-08 ; sect 4.1 et 4.2] un 
point, un germe d'intervalle preordonne (c/. sect. 4.4 et prop. 4.3 1) et 2) de I.e. ) et une 
demi-droite generique ont de bons fixateurs. On vient de voir en 6.8 que e'est aussi vrai 
pour une cheminee solide. D'apres [I.e. ; remark 4.2 et prop. 4.3.1] un sous-groupe de ce 
bon fixateur fixe l'enclos de cette partie F et est transitif sur les appartements contenant 
F. D'apres le lemme 6.3, Gf induit des isomorphismes entre ces appartements. 

2) L'axiome (MA3) est verifie : on a G(K) = G % .N(K).G F d'apres 6.6 et 6.7. Vue 
la transitivite de Gy\ ouGp sur les appartements contenant 9* ou F (si F est une facette 
ou une cheminee solide) un raisonnement classique prouve l'axiome (MA3). 

II reste a verifier l'axiome (MA4). 

Proposition 6.10. Soient 9*i = SH(Fi, F%) et 9* 2 = 9l(F 2 , F%) deux germes de 
cheminees de A et fi = 9*i U 9*2- On suppose que 9*i est evase et que 9*2 a un bon 
fixateur (ce qui est en particulier verifie si 912 est solide ou une facette). Alors fi a 
un assez bon fixateur, le groupe Gci fixe l'enclos de fi et agit transitivement sur les 
appartements contenant fi. 

Si de plus 9*2 est evase, alors fi a un bon fixateur. 
Demonstration. 

On sait qu'un germe de cheminee solide ou une facette a un bon fixateur (6.8 et 
[Gaussent-Rousseau-08; sect. 4.2.2]). 

On note Cf , . . . , C% les chambres vectorielles fermees contenant F£ (en nombre fini 
car Fi est spherique). La reunion Oi = C\ U . . . U C% contient un cone ouvert contenant 
F" . Mais Fi est borne (a Vo pres) done, pour x quelconque et £ G assez grand, on a : 
F\+€ C x + Oi et t(Fi,F^) + C C x + ©1. Ainsi SRiC^ + Oi- D'apres la proposition 
4.3 4) de loc. cit. , fi a un assez bon fixateur et le groupe Gq a les proprietes annoncees. 

Si de plus 9*2 est evase, on note ©2 l'ensemble analogue a ©i associe a F% . On a 
9*i C 9*2 + ©i et 9*2 C 9*i + © 2 . Mais r(F 2 , F%) - © 2 = A, done 9*i C 9* 2 - ©2- Ainsi 
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la remarque 4.4 de loc. cit. montre (en differenciant les cas ou F% et F% sont de signes 
contraires ou opposes) que fi a un bon fixateur. □ 

Theoreme 6.11. Sous la condition (SC) de 6.1, les masures construites dans loc. cit. 
sont des masures affines, ordonnees, epaisses et semi-discretes (au sens de cet article). 
Demonstration. 

On a deja vu l'axiome (MAI) en 6.2 et les axiomes (MA2), (MA3) en 6.9. Pour 
(MA4), si deux appartements A et Af = A contiennent et F, alors A est transforme 
de A par un element g de GWif qui fixe cIa(?R U F). Ainsi A n A contient c/a(^H U F). 
De plus g G G<y\ ; d'apres le lemme 6.3, g induit done un isomorphisme de A sur A fixant 
cZ A (9tUF). 

Pour l'axiome (MAO), si x < y dans A, on sait que {x, y} a un bon fixateur et 
G{ Xj y} fixe [x, j/]a [l-c. ; sect. 4.2.1]. Done, pour tout appartement A contenant x et y, 
on a : [x,y] A = [x,y] A . 

On a indique en 6.1 que A est semi-discret. 

Si C est une chambre de A de mur M(a, k) avec C C D(a, fc),ona vu en [I.e. ; sect. 
4.3.4] que U a ^ agit transitivement sur les chambres de X adjacentes a la chambre C le 
long de Cfl M(a, k). De plus U a ^+i est le fixateur dans U a ^ de celle de ces chambres 
qui est contenue dans A. Enfin par construction U aj k/U a ,k+i est un groupe isomorphe 
a (k, +). Ainsi la cloison C fl M(a, k) est dominee par une infinite de chambres. □ 

Remarque 6.12. Les masures construites dans loc. cit. ont des proprietes que ne 
possedent pas for cement toutes les masures affines definies ici. Par exemple on a montre 
en [I.e. ; sect 4.3.3], comme consequence de la decomposition d'lwasawa, qu'un germe 
de quartier et un germe de segment sont toujours dans un meme appartement, meme si 
ce germe de segment n'est pas preordonne. 
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